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1. EINLEITUNG
1.1 Einfu¨hrung in das Thema der Arbeit
Die Vielteilchentheorie stellt ein eigensta¨ndiges und zentrales Gebiet der Physik dar. Vor u¨ber
30 Jahren wurde in Rostock ein wesentlicher Beitrag zur Entwicklung eines neuen quanten-
statistischen Zugangs, der Linearen-Response Theorie (LRT), zur Beschreibung von Vielteil-
chensystemen geleistet. Seither findet sie bei der Bestimmung von optischen sowie Transpor-
teigenschaften dichter Plasmen Anwendung [Gu¨96, Red97, Rei05]. Diese Arbeit fu¨hrt dieses
Projekt fort. Neue Erkenntnisse und Ergebnisse zu Transporteigenschaften nichtidealer Plas-
masysteme werden vorgestellt.
Eine zentrale Eigenschaft von Vielteilchensystemen ist die elektrische Leitfa¨higkeit. Als
frequenzabha¨ngige Gro¨ße ist sie mit der dielektrischen Funktion verbunden und fu¨hrt auf
optische Eigenschaften wie Reflexionsvermo¨gen und Absorption. Im statischen Grenzfall reiht
sie sich zu den thermoelektrischen Transportgro¨ßen Thermokraft und Wa¨rmeleitfa¨higkeit ein.
Die elektrische Leitfa¨higkeit ist sowohl im allta¨glichen Leben, in der Fusionstechnologie als
auch fu¨r die Beschreibung astrophysikalischer Objekte von großer Bedeutung. Zum Beispiel
la¨sst sich das Magnetfeld des Jupiters durch eine starke elektrische Leitfa¨higkeit erkla¨ren.
Und das obwohl sein Hauptbestandteil Wasserstoff unter Standardbedingungen (molekularer
Wasserstoff) ein Isolator ist. Im Jupiter ist der Wasserstoff jedoch hohen Dru¨cken ausgesetzt,
es kommt zur Druckionisation (Mott-Effekt). Das System besitzt nun eine hohe Dichte freier
Elektronen ne, die den Strom leiten. Es sind also die konkreten Bedingungen (Massendichte
ρ und Temperatur T ), die die (Transport-)Eigenschaften von Materie beeinflussen.
In der vorliegenden Arbeit werden Plasmasysteme in einem weiten Dichte- und Tempe-










der als Verha¨ltnis zwischen der mittleren potentiellen Energie und der thermischen Energie








der das Verha¨ltnis aus thermischer Energie und Fermienergie angibt. Der Kopplungsparame-
ter ist somit ein Maß fu¨r die Sta¨rke der Korrelationen im Plasma (Nichtidealita¨t bei Γ & 1).
Der Entartungsparameter weist darauf hin, ob die Elektronenverteilung klassisch behandelt
werden kann (Θ & 1) oder ob Quanteneffekte beru¨cksichtigt werden mu¨ssen (Θ . 1).
Eine Reihe von natu¨rlich auftretenden und ku¨nstlich erzeugten Plasmen ist in Abb. 1.1
dargestellt. Von besonderem Interesse in der Plasmaphysik ist aktuell die Erforschung der
warmen dichten Materie (WDM). Warme dichte Materie besitzt Temperaturen von einigen
Elektronenvolt bei Festko¨rperdichte und stellt damit einen U¨bergangsbereich zwischen kon-
densierter Materie und Hochtemperaturplasmen dar. Die WDM ist ein nichtideales Plasma,
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bei dem Quanteneffekte relevant sind. Zum Beispiel befindet sich der Kern des Jupiters im
Zustand der warmen dichten Materie.















































Abb. 1.1: Eine Auswahl verschiedener natu¨rlicher und ku¨nstlich erzeugter Plasmen in der
Dichte-Temperatur-Ebene.
Die Beschreibung nichtidealer Plasmasysteme ist durch den Zugang der Linearen-Res-
ponse Theorie in der Formulierung nach Zubarev mo¨glich. Diese Formulierung ist von vornher-
ein fu¨r beliebige Dichten und Temperaturen gu¨ltig. Analytische Formeln der kinetischen Theo-
rie von Spitzer und Ziman werden reproduziert [MR82]. Diese Formeln sind als Grenzfa¨lle
auf das vollsta¨ndig ionisierte Plasma anwendbar. Vollsta¨ndig ionisiert bedeutet in diesem
Zusammenhang, dass es keine Bindungszusta¨nde gibt. Es wird ein (neutrales) Elektron-Ion
Plasma betrachtet, bei dem es eine Ionensorte i mit der Ladungszahl Z und freie Elektronen
e gibt. Es gilt ne = Zni. In realen Systemen liegen Bindungszusta¨nde zwischen Elektronen
und Ionen vor. Im chemischen Bild werden diese Bindungszusta¨nde zu neuen Sorten (Ionen
niedrigerer Ionisationsstufe oder Atome) gruppiert. Das Plasma ist dann partiell ionisiert. Die
Teilchendichte einer bestimmten Sorte wird durch ni(z) symbolisiert, wobei z die Ionisations-
stufe angibt (ni(0) = na ist die Atomdichte, ni(1) ist die Dichte der einfach ionisierten Teilchen,
usw.). Die Summe aus den Teilchendichten der Ionen und Atome wird als schwere Teilchen-
dichte nheavy =
∑
z ni(z) bezeichnet. Das partiell ionisierte Plasma wird dann durch den Ioni-
sationsgrad αion = ne/nheavy charakterisiert. Die Einbeziehung von Atomen ist im Rahmen
der Linearen-Response Theorie problemlos mo¨glich. In vergangenen Arbeiten von Redmer
und Kuhlbrodt [Red99, KR00] war es durch Kombination der Linearen-Response Theorie
mit dem chemischen Bild (PIP-Modell) mo¨glich, die Leitfa¨higkeitsmessungen von Metall-
plasmen aus Drahtverdampfungsexperimenten [DK98] zu beschreiben. Sehr gute Ergebnisse
wurden auch durch die Kopplung der Dichtefunktionaltheorie mit klassischen Molekulardy-
namik (DFT-MD) Simulationen erzielt [DKC02]. Gegenwa¨rtig fordern neue experimentelle
Methoden die Theorie heraus, Eigenschaften warmer dichter Materie zu verstehen. So wurde
in [SGL+15] Aluminium im WDM Bereich durch Laserbeschuss erzeugt, und das Thompson-
Streuspektrum gemessen. Aus diesem Spektrum wurde die elektrische Leitfa¨higkeit extrahiert.
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In dieser Arbeit gelingt es Vorhersagen fu¨r den Verlauf der Leitfa¨higkeit im Bereich der WDM
zu treffen.
Der Ursprung dieser Arbeit liegt in der noch immer stark diskutierten Frage nach dem
Einfluss der Elektron-Elektron-Sto¨ße auf die elektrische Leitfa¨higkeit. Spitzer und Ha¨rm
[SH53] gelang es erstmals, den Effekt der Elektron-Elektron Sto¨ße idealer Plasmen quantita-
tiv zu bestimmen. Die sogenannte Spitzer-Formel wird bis heute in Fachkreisen als gu¨ltiger
Niederdichtegrenzfall akzeptiert. Demgegenu¨ber steht die sogenannte Ziman-Formel [Zim61,
Fab72], die aufgrund der Impulserhaltung Elektron-Elektron Sto¨ße vernachla¨ssigt, dennoch
die Leitfa¨higkeit flu¨ssiger Metalle und Elektron-Ion Plasmen in weißen Zwergen hervorra-
gend beschreibt. U¨ber die Lineare-Response Theorie wurde explizit der Beitrag der Elektron-
Elektron Sto¨ße von Reinholz et al. [RRRR15] in Form eines Korrekturfaktors in Born’scher
Na¨herung fu¨r ein statisch abgeschirmtes Coulomb-Potential (Debye-Potential) herausgearbei-
tet. Im Bereich nichtidealer Plasmen ist die Gu¨ltigkeit der Born’schen Na¨herung zu hinter-
fragen. In der vorliegenden Arbeit wird u¨berpru¨ft, wie sich Effekte der dynamischen Abschir-
mung und der starken Sto¨ße auf den Korrekturfaktor auswirken.
Separat wird die Relevanz der dynamischen Abschirmung beispielsweise von Karakhta-
nov et al. [KRRR13, Kar16] untersucht, wohingegen in anderen Arbeiten die Wichtigkeit der
starken Sto¨ße betont werden [MR82, RR89, Red97]. Eine konsistene Verbindung beider Er-
weiterungen etwa durch eine dynamisch abgeschirmte T-Matrix Rechnung stehen noch aus.
Allerdings gibt es Konzepte, die eine bestmo¨gliche Verbindung zwischen T-Matrix und dyna-
mischer Abschirmung versprechen. Zum Einen das Gould-DeWitt Verfahren [Hub61, GD67],
bei dem der niedrigste Term der statischen T-Matrix, die Born’sche Na¨herung, durch ihr dy-
namisches Pendant ersetzt wird. Streng genommen muss man dabei allerdings mit Coulomb-
Potentialen arbeiten. Aufgrund deren Langreichweitigkeit divergieren diese Terme. Bei der
praktischen Anwendung des Gould-DeWitt Verfahrens werden daher statisch abgeschirm-
te Potentiale benutzt [Rei05]. Allerdings wirft das wiederum die Frage auf, von welchem
statisch abgeschirmten Potential auszugehen ist. Alternativ hierzu ist das Konzept der ef-
fektiven Abschirmung. Hierbei wird das dynamisch abgeschirmte Coulomb-Potential durch
ein effektives statisches Potential ersetzt. Der Abschirmparameter wird derart modifiziert,
dass er in Born’scher Na¨herung die Ergebnisse bei dynamischer Abschirmung reproduziert.
Mit diesem effektiven statischen Potential wird die T-Matrix Rechnung durchgefu¨hrt. Al-
lerdings wird ha¨ufig nur der Niederdichtegrenzfall verglichen und der Abschirmparameter
mit diesem konstanten Faktor multipliziert [RR89, Red97]. Demgegenu¨ber wird in dieser Ar-
beit der Abschirmfaktor dichte- und temperaturabha¨ngig eingefu¨hrt, sodass er auch mit dem
Gould-DeWitt Schema u¨bereinstimmt. Durch diese Verbindung von dynamischer Abschir-
mung und T-Matrix werden in dieser Arbeit verbesserte Berechnungen zum Korrekturfaktor
durchgefu¨hrt, fu¨r welchen eine neue Fitformel angegeben wird.
Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist die fundierte Beschreibung der partiell ionisierten Edel-
gasplasmen. Leitfa¨higkeitsmessungen aus Schockwellenexperimenten konnten fu¨r die Edelgase
bislang nicht durch die Theorie vollsta¨ndig beschrieben werden. Das PIP-Modell von Kuhl-
brodt et al. [KRR+05] liefert Abweichungen von bis zu zwei Gro¨ßenordnungen. Von Adams
et al. [ARR+07] wurde die Ursache der großen Unterschiede herausgearbeitet. Wa¨hrend im
nichtentarteten Bereich die Zusammensetzung gut bekannt ist, bestehen wesentliche Schwie-
rigkeiten in der Beschreibung des Elektron-Atom Streuprozesses. Das bis dato verwendete
Polarisationpotential ist nicht geeignet. Der fu¨r die Transportgro¨ßen wichtige und im Fall der
Edelgase experimentell zuga¨ngliche Transportquerschnitt la¨sst sich weder quantitativ noch
qualitativ durch das Polarisationspotential beschreiben [ARR+07]. In den Experimenten wur-
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den allerdings nur isolierte Elektron-Atom Sto¨ße untersucht, eine U¨bertragung auf Sto¨ße im
Plasma ist nicht trivial. Welchen Einfluss die Abschirmung hat und wann sie relevant ist,
sind Fragestellungen, die in dieser Arbeit untersucht werden.
Die Beru¨cksichtigung von Plasmaeffekten erfordert die Kenntnis des Elektron-AtomWech-
selwirkungspotentials. In der Atomphysik werden Wechselwirkungen zwischen geladenen Teil-
chen und Atomen durch das sogenannte optische Potential beschrieben. Es vereinigt das u¨ber
große Distanzen wirkende Polarisationspotential mit dem auf kurzen Distanzen wirkenden
Hartree-Fock Potential, welches wiederum eine Superposition des attraktiven Elektron-Kern
und des repulsiven Elektron-Hu¨lle Coulombpotentials ist. Austauschterme werden durch lo-
kale Felder approximiert. Das optische Potential wird erfolgreich fu¨r die Beschreibung der
Elektron-Atom Sto¨ße bei Edelgasen verwendet [AT05], findet daru¨ber hinaus auch bei anderen
Elementklassen [PS89] und sogar bei Elektron-Moleku¨l Sto¨ßen [SG82] Anwendung. In dieser
Arbeit sind die partiell ionisierten Edelgasplasmen von Interesse. Fu¨r die Beschreibung der
Elektron-Atom Sto¨ße verwenden Adibzahdeh und Theodosiou [AT05] fu¨r die Edelgase jeweils
unterschiedliche Modelle des Austauschterms. Außerdem wurden fu¨r das Polarisationspoten-
tial mehrere Fit-Parameter beno¨tigt, um U¨bereinstimmungen mit experimentell bestimmten
Transportquerschnitten zu erzielen. In dieser Arbeit wird ein optisches Potential mit einheit-
licher Form des Austauschterms konstruiert, welches mit nur einem Fit-Parameter im Pola-
risationspotential die Transportquerschnitte a¨hnlich gut beschreibt. Unter Beru¨cksichtigung
von Abschirmeffekten werden neue Leitfa¨higkeitsberechnungen durchgefu¨hrt, die sich fu¨r wei-
terfu¨hrende Vergleiche mit den Experimenten bei ho¨heren Dichten eignen.
1.2 Gliederung der Arbeit
Eingangs wurden neue Fragestellungen aufgegriffen, die in dieser Arbeit beantwortet wer-
den. In Kapitel 2 werden thermoelektrische Transportpha¨nomene definiert. Fundamentale
Zusammenha¨nge zwischen Transportgro¨ßen und Korrelationen im Vielteilchensystem wer-
den unter Verwendung der Linearen-Response Theorie im Zubarev-Formalismus vorgestellt.
Um Transportgro¨ßen letztendlich berechnen zu ko¨nnen, werden die auftretenden Korrela-
tionsfunktionen in Kapitel 3 ausgewertet. Geschlossene Resultate werden in verschiedenen
Na¨herungen angegeben. Die Born’sche Na¨herung fu¨hrt zu recht einfachen Resultaten. Er-
weiterungen durch die dynamsiche Abschirmung sowie die Einbeziehung von starken Sto¨ßen
durch die T-Matrix werden eingefu¨hrt und neue Ergebnisse vorgestellt.
In Kapitel 4 werden die Ergebnisse auf Fragestellungen des vollsta¨ndig ionisierten Plasmas
angewandt. Zum Einen wird der Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ße auf die elektrische
Leitfa¨higkeit explizit analysiert. Zum Anderen wird durch Einbeziehung von Strukturfaktor
und Pseudopotential warmes dichtes Aluminium beschrieben.
Die Transporteigenschaften partiell ionisierter Edelgasplasmen werden in Kapitel 5 be-
rechnet. Dabei wird insbesondere der Streuprozess analysiert und die Elektron-Atom Wech-
selwirkung basierend auf Resultaten der Sto¨rungstheorie bis zur zweiten Ordnung bestimmt.
Neben den Vergleichen der elektrischen Leitfa¨higkeit mit den Messungen aus Schockwel-
lenexperimente, werden Abschirmeffekte und Betrachtungen zu mo¨glichen Vereinfachungen
durchgefu¨hrt.
Abschließend werden in Kapitel 6 die Ergebnisse zusammengefasst und ein Ausblick ge-
geben. Die verwendeten Gro¨ßen werden stets bei erstmaligem Auftreten erkla¨rt. Zur verein-
fachten Handhabung werden sie jedoch im Anhang aufgelistet.
2. QUANTENSTATISTISCHE BESCHREIBUNG VON
TRANSPORTPHA¨NOMENEN
Ausgehend von einem System im thermodynamischen Gleichgewicht erzwingen Sto¨rungen
beispielsweise durch a¨ußere Felder Reaktionen des Systems, z.B. Stro¨me. Abha¨ngig von der
Art und der Sta¨rke der Sto¨rung fa¨llt die Antwort (Response) des Systems aus. Im Fall einer
kleinen Sto¨rung X verha¨lt sich die Response jX proportional zu ihr (Lineare Response).
Der Proportionalita¨tsfaktor ist dann eine das System charakterisierende Eigenschaft und
pha¨nomenologisch gegeben durch die Onsager-Koeffizienten c(0)
jX = c(X)X = c(0)X +O(X2) . (2.1)
Daru¨berhinaus werden auch Kreuzeffekte beschrieben. Betrachtet man beispielsweise ein kon-
stantes elektrisches Feld und einen konstanten Temperaturgradienten als a¨ußere Sto¨rungen,
verursacht das elektrische Feld einen elektrischen Strom, dessen Ladungstra¨ger aber auch
Wa¨rme transportieren, und ebenso der Temperaturgradient einen Wa¨rmestrom, der durch
bewegte Ladungen zum elektrischen Strom beitra¨gt. In dieser Arbeit wird der themoelektri-
sche Transport untersucht. Fu¨r den Fall (schwacher) a¨ußerer Sto¨rungen durch ein elektrisches










wobei die nebendiagonalen Onsager-Koeffizienten gleich sind, L12 = L21.
Die elektrische Leitfa¨higkeit σ ist definiert als der Proportionalita¨tsfaktor zwischen der
elektrischen Stromdichte j und dem elektrischen Feld E. Es gilt
σ = e2L11 . (2.4)
Sie beschreibt die lineare Response des elektrischen Stromes auf die Sto¨rung eines a¨ußeren
angelegten elektrischen Feld.
Analog wird die Wa¨rmeleitfa¨higkeit κ eingefu¨hrt, als lineare Response des Wa¨rmestroms





Ein elektrisches Feld ist in dieser Definition nicht vorhanden E = 0. Allerdings fu¨hrt ein
Temperaturgradient auch zu einem elektrischen Strom je 6= 0. Ein typisches Experiment wird
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hingegen bei je = 0 durchgefu¨hrt. Gemessen wird also nicht die originale Wa¨rmeleitfa¨higkeit











Wie bereits erwa¨hnt, enthalten die Onsager-Relationen auch Kreuzeffekte, wie beispiels-
weise den Seebeck-Effekt. Betrachtet man ein offenen Stromkreis je = 0 fu¨hrt ein Tempera-
turgradient (Sto¨rung), entsprechend Gl. (2.2), zu einem elektrischen Feld E (Response). Der







Der Seebeck-Effekt wird bei der Temperaturmessung durch Thermoelemente ausgenutzt.
Ein weiterer Kreuzeffekt ist der Peltier-Effekt. Liegt kein Temperaturgradient an ∇T = 0
fu¨hrt dennoch ein elektrischer Strom zu einem Wa¨rmestrom. Aus den Onsager-Relationen







Bringt man beispielsweise zwei Halbleiter mit verschiedenen Peltier-Koeffizienten zusammen
(Peltier-Element) fu¨hrt ein konstanter Strom zu unterschiedlich starken Wa¨rmestro¨me. Das
Peltier-Element kann somit zum Erwa¨rmen oder Abku¨hlen genutzt werden.
Betrachtet man zeitabha¨ngige Sto¨rungen, beispielsweise ein elektrisches Wechselfeld als
a¨ußere Sto¨rung, ist die Leitfa¨higkeit frequenzabha¨ngig.
Die dynamische Leitfa¨higkeit ist mit der dielektrischen Funktion verknu¨pft [KKER86]




und fu¨hrt als Quadrat des komplexen Brechungsindex ǫ(ω) = [n1(ω)+in2(ω)]
2 auf eine Reihe
optischer Eigenschaften des Vielteilchensystems wie beispielsweise das Reflexionsvermo¨gen
[Bor72]
R =
[1− n1(ω)]2 + n22(ω)







In diesem Kapitel wird der quantenstatistische Zugang zur Bestimmung der Onsager-
Koeffizienten vorgestellt. Es wird ein durch schwache Sto¨rungen entstehendes System im
Nichtgleichgewicht nahe dem thermodynamischen Gleichgewicht betrachtet. Die quantensta-
tistische Beschreibung des Nichtgleichgewichts wird in Abs. 2.1 vorgenommen. Dabei wird im
Zubarev-Formalismus die Lineare-Response Theorie vorgestellt. Sie ist fu¨r beliebige Dichten
und Temperaturen gu¨ltig und entha¨lt sowohl klassisch bekannte Grenzfa¨lle der kinetischen
Theorie wie auch Entartungseffekte. Eine verallgemeinerte linearisierte Boltzmann-Gleichung
wird abgeleitet. Anschließend werden in Abs. 2.2 die Onsager-Koeffizienten durch Korrelati-
onsfunktionen im thermodynamischen Gleichgewicht ausgedru¨ckt.
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2.1 Beschreibung des Nichtgleichgewichts durch den Zubarev-Formalismus
In der statistischen Physik von Vielteilchensystemen werden anstelle von mikroskopischen
Eigenschaften vieler Teilchen makroskopische Eigenschaften des Ensembles untersucht. Die-
se makroskopischen Eigenschaften werden aus Mittelwertbildungen der Observablen gewon-
nen. Betrachtet man beispielsweise ein einatomiges ideales Gas, so ist die (makroskopische)




2 〈v2〉, anstelle der zahlreichen mikroskopischen Einzelgeschwindigkeiten vi von In-
teresse. Um makroskopische Gro¨ßen ausrechnen zu ko¨nnen, muss nicht zwangsla¨ufig jedes
Einzelereignis beobachtet werden. Es genu¨gt, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser
Einzelereignisse bekannt ist.




pi |Ψi〉 〈Ψi| . (2.12)
beschrieben. Er entha¨lt alle fu¨r das System relevanten Informationen, indem er die Mikro-
zusta¨nde |Ψi〉 mit Wahrscheinlichkeiten pi gewichtet, wobei die Normierung Spρˆ(t) =
∑
i pi =
1 zu jeder Zeit stets erfu¨llt sein muss.
Der Mittelwert einer Observablen A(t) zum zugeho¨rigen Operator Aˆ wird durch Spurbil-










Ein bedeutendes Beispiel in der Thermodynamik ist die Entropie S = −kBSp {ρˆ(t) ln ρˆ(t)},
welche im Gleichgewicht maximal ist (maximale Unbestimmtheit).










Nebenbedingungen. U¨ber eine Variationsrechnung folgt der statistische Operator des großka-









mit der großkanonischen Zustandssumme ZGK, dem Hamiltonian des Systems HˆS und der
Teilchenzahl Nˆ . Bei einer U¨bertragung auf mehrere Sorten µNˆ →∑c µcNˆc sind Hamiltonian































wobei die Summation u¨ber k = {k, ς} entsprechend die Impuls- und Spinsummation entha¨lt.
Im Folgenden wird der statistische Operator des großkanonischen Ensembles als statistischer
Operator des Gleichgewichts ρˆ0 ≡ ρˆGK bezeichnet. Er lo¨st die Bewegungsgleichung der Quan-












= 0 , (2.17)
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wobei im Gleichgewicht der Gesamt-Hamiltonian dem des Systems entspricht Hˆ = HˆS.
Um Systeme im Nichtgleichgewicht beschreiben zu ko¨nnen, wird der statistischen Ope-
rator fu¨r das Nichtgleichgewicht konstruiert. Dabei wird zuna¨chst ein sogenannter relevanter
statistischer Operator ρˆrel eingefu¨hrt. Dieser entha¨lt alle Informationen u¨ber die das System










U¨ber eine Variationsrechnung analog zur Gleichgewichtsstatistik besitzt der relevante statis-















ist die entsprechende Zustandssumme und {Bn} ist ein
Satz von relevanten Observablen. Die zeitabha¨ngigen Lagrange-Multiplikatoren Fn(t) sind
aus Nebenbedingungen zu berechnen. Bei Kenntnis von ρ(t) folgen sie aus der Lo¨sung eines






Der statistische Operator des Nichtgleichgewichts la¨sst sich als formale Lo¨sung der von-








Hierbei setzt sich der Hamiltonian aus dem System und den Sto¨rungen a¨ußerer Felder zu-
sammen Hˆ = HˆS+ HˆF. Derartige Sto¨rungen, beispielsweise durch ein extern angelegtes elek-
trisches Feld E, werden als mechanische Sto¨rungen bezeichnet, siehe auch [Ro¨13]. Sie sind
von den thermischen Sto¨rungen, basierend auf den Kontakt mit Ba¨dern, z.B. dem Tempera-
turgradienten zu unterscheiden. Nach Bogoliubov [Bog46] erha¨lt man ρˆ(t) durch das Prinzip










Die dynamische Entwicklung erzeugt Korrelationen (irrelevanter Anteil von ρˆ(t)). Die Mitte-





















































2.1. Beschreibung des Nichtgleichgewichts durch den Zubarev-Formalismus 9












ε (ρˆ(t)− ρˆrel(t)) . (2.25)
Der Unterschied zu Gl. (2.17) besteht in der infinitesimalen Quelle, dem Dissipator, auf
der rechten Seite. Dieser Dissipator bricht die Zeitumkehr und ermo¨glicht die Beschreibung
irreversibler Prozesse.
Kann man das Nichtgleichgewicht als eine Folge kleiner Sto¨rungen des Gleichgewichts
betrachten, etwa durch ein schwaches a¨ußeres Feld HˆF = −hAˆ + O(h2) hervorgerufen, ist
eine Linearisierung des relevanten statistischen Operators sowie ρ(t) mo¨glich. Es gilt

































Hˆ(t−t0) Operatoren im Heisenberg-Bild sind. δBˆn = Bˆn −
〈Bˆn〉0 repra¨sentieren die Gleichgewichts-Fluktuationen der relevanten Observablen.
Im Folgenden wird eine periodische Sto¨rung angenommen, sodass h(t) = h˜(ω)e−iωt. Das
System reagiert analog auf die Sto¨rung, somit Fn(t) = F˜n(ω)e
−iωt. In linearer Response








〈Bˆm; ˙ˆBn〉ω+iε − iω〈Bˆm; δBˆn〉ω+iε
}
F˜n(ω) = 〈Bˆm; ˙ˆA〉ω+iεh˜(ω) , (2.28)
































∣∣∣Bˆ) = (Aˆ ∣∣∣Bˆ)+








∣∣∣ ˙ˆA)+ 〈 ˙ˆBm; ˙ˆA〉z} h˜(ω) . (2.31)
Der Ausdruck la¨sst sich mit Hilfe der Kubo-Identita¨t
(
Aˆ















∣∣∣ ˙ˆBn) = 0.
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2.2 Thermoelektrische Sto¨rungen und Berechnung der Onsager-Koeffizienten
Neben denmechanischen Sto¨rungen durch Anlegen a¨ußerer Felder kann der Gleichgewichtszu-
stand des betrachteten Systems durch den Kontakt mit Wa¨rmeba¨dern (i.A. mit verschiedenen
Temperaturen) gesto¨rt werden. Ein Beispiel solcher thermischen Sto¨rungen ist der Tempera-
turgradient, welcher zu einem Wa¨rmestrom fu¨hrt. Zwar ko¨nnen diese Sto¨rungen nicht durch
Beitra¨ge im Hamiltonian dargestellt werden, eine Erweiterung des Zugangs ist jedoch mo¨glich
[HRRW84, Rei89, Ro¨13]. Betrachtet werden Verteilungen der Energie hˆS(r) und der Teilchen-
zahl nˆ(r), sowie lokale Felder der Temperatur β(r) und des chemischen Potentials µ(r)
HˆS =
∫
d3rhˆS(r) , Nˆ =
∫
d3rnˆ(r) , β(r) ≈ β − β(∇T )/Tr , µ(r) ≈ µ+ (∇µ)r . (2.32)










Entsprechend Abs. 2.1 werden nur Sto¨rungen in niedrigster Ordnung behandelt. Mit dem ex-
ternen Feld HˆF = −e
∫
d3rV ext(r)nˆ(r) gilt fu¨r den statistischen Operator analog zu Gl. (2.27)


































Energie und Teilchenzahl sind Erhaltungsgro¨ßen, es gelten die Kontinuita¨tsgleichungen
˙ˆ
hS(r) = −∇jH(r) , ˙ˆn(r) = −∇j(r) , (2.35)
mit der totalen Energiestromdichte jˆH und der Teilchenstromdichte jˆ. Nach partieller In-





















Pˆ1 , Jˆq =
1
βm





2 aˆ+k aˆk , (2.36)
wobei aˆ+k := aˆ
+
k,e den Erzeugungs-, aˆk := aˆk,e den Vernichtungsoperator der Elektronen und
ς den Spin darstellt. Insgesamt ist der statistische Operator des Nichtgleichgewichts [Ro¨13]




























wobei sich das elektrische Feld E′ = E− (∇µ)T /e aus dem externen elektrischen Feld E und
dem Gradienten des chemischen Potentials bei konstanter Temperatur (∇µ)T zusammensetzt.
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Dies entspricht den Bedingungen eines mechanischen Gleichgewichts wie es beispielsweise bei
Plasmasystemen vorliegt. In Metallen liegt hingegen ein chemisches Gleichgewicht vor. In
Gl. (2.37) la¨sst sich eine entsprechende Betrachtung durch die Ersetzung von h → µ und
(∇µ)T → ∇µ realisieren [HRRW84, RRT89].
Nach der Wahl relevanter Observablen werden die Response-Gleichungen aufgestellt und
die Lagrange-Multiplikatoren eliminiert. Anschließend ko¨nnen die Transporteigenschaften
durch Koeffizientenvergleich mit den Onsager-Relationen bestimmt werden. Im Beispiel des
thermoelektrischen Transports sind die elektrische Stromdichte jˆe = Jˆe/Ω0 und die Wa¨rme-
















= 〈ˆjq〉 = e L21E′ − L22∇T
T
. (2.39)
In den na¨chsten Unterabschnitten werden verschiedene Sa¨tze relevanter Observablen {Bˆn}
diskutiert. Im Allgemeinen bieten sich die Momente des Energietransports Pˆn als relevante
Observablen an, da dann die Selbstkonsistenzbedingung, Gl. (2.18), automatisch auch fu¨r
die elektrische Stromdichte und die Wa¨rmestromdichte erfu¨llt ist, und die Berechnungen in
Gln. (2.38) und (2.39) u¨ber den relevanten statistischen Operator erfolgen ko¨nnen.
2.2.1 Berechnung der Onsager-Koeffizienten in der Kubo-Theorie
Die Kubo-Theorie [Kub57] kann als Grenzfall des Zubarev-Formalismus aufgefasst werden,
bei dem keine relevanten Observablen betrachtet werden. Der relevante statistische Operator
ist dann gleich dem statistischen Operator im Gleichgewicht
ρˆKuborel (t) = ρˆ0 . (2.40)




〈Pˆ1 − r − 1
βh





Neben den Transportkoeffizienten ko¨nnen auch optische Eigenschaften berechnet werden.
Wird die Sto¨rung durch ein zeitlich periodisches elektrisches Feld betrachtet, folgt die Kubo-
Formel fu¨r die elektrische Leitfa¨higkeit
σ(ω) = e2L11 =
βe2
3m2Ω0
〈Pˆ1; Pˆ1〉ω+iǫ . (2.42)
Die elektrische Leitfa¨higkeit ist somit durch die Strom-Strom-Korrelationsfunktion (Lebens-
dauer einer Stromfluktuation) bestimmt: Je langsamer also eine Fluktuation des Stromes
abgebaut wird, desto besser wird der (elektrische) Strom geleitet. Solch ein Zusammenhang
zwischen dissipativen Gro¨ßen und Fluktuationen wird als Fluktuations-Dissipations-Theorem
bezeichnet [Ro¨87].
Die Kubo-Formel, Gl. (2.42) findet ha¨ufig bei Simulationstechniken Anwendung. Sowohl
in den klassischen MD Simulationen als auch in DFT-MD Simulationen werden die Autokor-
relationsfunktionen der Sto¨rme ermittelt und Transporteigenschaften abgeleitet. Allerdings
wird der statische Fall ω = 0 aufgrund von Divergenzen erst nach Extrapolation zu ω → 0
erhalten. Divergenzen treten ebenfalls bei der sto¨rungstheoretischen Behandlung der Kubo-
Formel auf, siehe Abs. 3.1. Alternativ dazu wird im na¨chsten Abschnitt ein Satz relevanter
Observablen gewa¨hlt, die auf auswertbare Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen fu¨hren.
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2.2.2 Berechnung der Onsager-Koeffizienten aus Kraft-Kraft
Korrelationsfunktionen
In diesem Abschnitt werden die Onsager-Koeffizienten durch Kraft-Kraft Korrelationsfunk-
tionen dargestellt. Dazu werden die verallgemeinerten Momente des Energietransports der
Elektronen als Satz relevanter Observablen {Bˆl} gewa¨hlt. Mit Hilfe der Kubo-Identita¨t aus










Qnm = Nnm +
1
3
















Die gesuchten Lagrange-Parameter Fn lassen sich formal mit Hilfe der Cramer’schen Re-
gel berechnen. U¨ber sie ergeben sich die Mittelwerte der elektrischen Stromdichte und der










Fn(N3n − βhN1n) . (2.47)
















 , Nr =
Nr1...
NrL
 , D =
d11 · · · d1L... . . . ...
dL1 · · · dLL
 . (2.49)
Die Onsager-Koeffizienten werden aus Strom-Kraft und Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen
dargestellt. Im Rahmen der Sto¨rungstheorie sind beide Korrelationsfunktionen auswertbar.
In niedrigster Ordnung der Sto¨rungstheorie fallen die Strom-Kraft Korrelationsfunktionen
weg, siehe Abs. 3.2. In ho¨herer Ordnung Sto¨rungstheorie liefern sie allerdings Beitra¨ge, die
beispielsweise fu¨r die elektrische Leitfa¨higkeit als Onsager-Relaxationseffekt bekannt sind.
Betrachtet man hingegen den thermoelektrischen Transport, verletzt 〈Pˆn; ˙ˆPm〉iǫ 6= 0 in
Gl. (2.48) die Symmetrie Lrs 6= Lsr. Bei der U¨berfu¨hrung zu stochastischen Kra¨ften kann
die Symmetrie wieder hergestellt werden [Ro¨87]. Von Ro¨pke [Ro¨88] wurde der Einfluss des
Onsager-Relaxationseffekts auf die elektrische Leitfa¨higkeit untersucht. Verglichen mit Effek-
ten der dynamischen Abschirmung und starker Sto¨ße ist der Onsager-Relaxationseffekt gering
und wird im Rahmen dieser Arbeit vernachla¨ssigt.
3. AUSWERTUNG DER
KORRELATIONSFUNKTIONEN
In Kapitel 2 konnten entsprechend dem Fluktuations-Dissipation-Theorem optische Eigen-
schaften sowie Transporteigenschaften von Vielteilchensystemen durch Korrelationsfunktio-
nen im Gleichgewicht dargestellt werden. Die auftretenden Strom-Strom 〈Pˆl; Pˆl′〉ω+iǫ, Strom-
Kraft 〈Pˆl; ˙ˆPl′〉ω+iǫ und Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen 〈P˙l; P˙l′〉ω+iǫ werden in diesem

























































































































wobei cˆ+k := aˆ
+
k,c den Erzeugungs- und cˆk := aˆk,c den Vernichtungsoperator des Teilchen der
Sorte c entsprechen, und ςi den Spin zum Teilchen mit Impuls ki. Hierbei wurde die Sum-





= aˆ+k aˆk′ + aˆk′ aˆ
+
k = δk,k′δςk,ςk′ , (3.7)
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folgt fu¨r die Kommutatoren[

























2 − (k + q)(βEe|k+q|)
l−1
2 . (3.10)
Das macht eine separate Auswertung der einzelnen Streumechanismen mo¨glich.








k cˆk , (3.12)
und des Wick-Theorems [BdD58, Ro¨13]
〈Aˆ1Aˆ2Aˆ3Aˆ4〉 = 〈Aˆ1Aˆ2〉〈Aˆ3Aˆ4〉 − 〈Aˆ1Aˆ3〉〈Aˆ2Aˆ4〉+ 〈Aˆ1Aˆ4〉〈Aˆ2Aˆ3〉 , (3.13)




, die Korrelationsfunktionen Gln. (3.1)-(3.3) auf Ein-Teilchen Korre-
lationsfunktionen zuru¨ck gefu¨hrt. Es gilt fu¨r Fermionen und Bosonen entsprechend
〈cˆ+k cˆk′〉 = f ckδk,k′δςk,ςk′ , 〈cˆ+k cˆ+k′〉 = 〈cˆk cˆk′〉 = 0 , (3.14)
〈cˆk cˆ+k′〉 = δk,k′δςk,ςk′
{
1− f ck Fermionen
1 + f ck Bosonen





k−µc) + 1 Fermionen
eβ(E
c
k−µc) − 1 Bosonen . (3.15)
Zuna¨chst werden in den Abschnitten 3.1-3.3 entsprechend Strom-Strom, Strom-Kraft und
Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen im Rahmen einer Born’schen Na¨herung ausgewertet. Die
Zerlegung der Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen ermo¨glicht die separate Behandlung der
verschiedenen Streuprozesse. Im Falle eines vollsta¨ndig ionisierten Plasmas werden Elektron-
Ion Korrelationen in Abs. 3.4 und Elektron-Elektron Korrelationen in Abs. 3.5 im Detail
analysiert. Speziell fu¨r die Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen werden neue Ergebnisse
vorgestellt.
3.1 Strom-Strom Korrelationsfunktionen
Fu¨r die Auswertung der Strom-Strom Korrelationsfunktionen ist die Spur in Gl. (3.1) zu
berechnen. Explizit lautet sie, siehe Abs. 2.1 und Gl. (2.36),
Sp
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In niedrigster Ordnung Sto¨rungstheorie werden die Wechselwirkungen im System-Hamiltoni-
an HˆS vernachla¨ssigt (V = 0), sodass HˆS = Hˆ0. Nach Einsetzen eines Einheitsoperators







(i~βλ+t)Hˆ0 zwischen aˆ+k aˆk, ko¨nnen die Sandwich-Formeln, Gln. (3.11) und
(3.12), verwendet werden. Es folgt
Sp
{









2 k · κ 〈aˆ+κ aˆκaˆ+k aˆk 〉 . (3.17)
Nach dem Wick-Theorem Gl. (3.13) gilt
〈aˆ+κ aˆκaˆ+k aˆk 〉 = 〈aˆ+κ aˆκ〉〈aˆ+k aˆk 〉 − 〈aˆ+κ aˆ+k 〉〈aˆκaˆk 〉+ 〈aˆ+κ aˆk 〉〈aˆκaˆ+k 〉 (3.18)
= f eκf
e
k − 0 + f ek (1− f ek) δk,κδςk,ςκ . (3.19)







−1f ek (1− f ek) . (3.20)




dk und anschließender Substitution
x = βEk folgt
(
Pˆl




























wobei α = βµ der Logarithmus der Fugazita¨t ist, siehe auch die Formelsammlung im An-











































Diese Grenzfa¨lle werden in den spa¨teren Abschnitten eine wesentliche Rolle bei der Reproduk-
tion bekannter Formeln aus der kinetischen Theorie mit dem Zugang der Linearen-Response
Theorie spielen.

















ǫ− iω . (3.25)
Das Superskript (0) soll hierbei verdeutlichen, dass Wechselwirkungen vernachla¨ssigt wurden
(Vec = 0). Im statischen Fall (ω = 0) sind damit die Strom-Strom Korrelationsfunktion und
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die elektrische Leitfa¨higkeit in niedrigster Ordnung Sto¨rungstheorie divergent, der elektri-
sche Widerstand verschwindet. Dieses Ergebnis la¨sst sich physikalisch leicht interpretieren.
Durch die Na¨herung HˆS = Hˆ0 wurden in der Strom-Strom Korrelationsfunktion alle Wechsel-
wirkungen vernachla¨ssigt. Um Sto¨ße beru¨cksichtigen zu ko¨nnen, mu¨ssen Wechselwirkungen
einbezogen werden. Diese ko¨nnen in ho¨herer Ordnung Sto¨rungstheorie behandelt werden, sie-
he [Ros14, RRRR15]. Dabei entstehen weitere divergente Terme, die sich allerdings u¨ber eine
geometrische Reihe zu einem konvergenten Resultat aufsummieren lassen.
3.2 Strom-Kraft Korrelationsfunktionen
Die Spur in der Strom-Kraft Korrelationsfunktion wird ebenfalls in niedrigster Ordnung
Sto¨rungstheorie ausgewertet (HˆS = Hˆ0). Im Unterschied zur Strom-Strom Korrelationsfunk-
tion sind Wechselwirkungen in den Kra¨ften enthalten. Beschra¨nkt man sich auf das elektro-
nische Untersystem, besteht die Spur der Strom-Kraft Korrelationsfunktion, Gl. (3.2), aus
qualitativ zwei Anteilen:






























Mit HˆS = Hˆ0 kann die Korrelationsfunktion u¨ber die Sandwich-Formeln und dem Wick-






















〈aˆ+κ aˆκ 〉〈aˆ+k1+qaˆk1〉+ 〈aˆ+κ aˆk1〉〈aˆκ aˆ+k1+q〉
)
, (3.27)
wobei ∆Eec = Ee|k1+q| + E
c
|k2−q| − Eck2 − Eek1 . Der Term liefert nur einen Beitrag, wenn
kein Stoß stattfindet (q = 0), siehe Gl. (3.14). Die K-Terme aus Gl. (3.10) verschwinden in









= 0 . (3.28)
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Mit HˆS = Hˆ0 kann die Korrelationsfunktion u¨ber die Sandwich-Formeln und dem Wick-




































Die Ausdru¨cke liefern entweder Beitra¨ge, wenn kein Stoß stattfindet (q = 0) oder wenn die
Elektronen ihre Impulse nach dem Stoßprozess tauschen (k1 + q = k2, k2 − q = k1). Der
letztere Fall ist von dem stoßfreien Szenario nicht zu unterscheiden, sodass der Transport nicht
beeinflusst wird. Da fu¨r diesen Fall Kl′(k1,q) = −Kl′(k2,−q), siehe Gl. (3.10), verschwinden




ω+iǫ = 0 . (3.31)
Stro¨me und Kra¨fte verhalten sich demnach in niedrigster Ordnung der Sto¨rungstheorie un-
korreliert [Ro¨88]. Beitra¨ge durch Terme ho¨herer Ordnung in der Sto¨rungstheorie fu¨hren auf
den Onsager-Relaxationseffekt und wurden von Ro¨pke [Ro¨88] mit der Methode der Green-
Funktionen behandelt. Der Einfluss auf Transportgro¨ßen etwa der elektrischen Leitfa¨higkeit
ist allerdings verglichen mit Effekten der dynamischen Abschirmung und starker Sto¨ße gering.
Die Strom-Kraft Korrelationsfunktionen werden daher in dieser Arbeit vernachla¨ssigt.
3.3 Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen
Die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen, Gl. (3.3), lassen sich wie folgt separieren
〈 ˙ˆPl; ˙ˆPl′〉z =
∑
b,c
〈 ˙ˆPebl ; ˙ˆPecl′ 〉z , (3.32)
wobei



















In niedrigster Ordnung der Sto¨rungstheorie (Born’sche Na¨herung HˆS = Hˆ0) fu¨hrt der Spur-
term entsprechend den Gln. (3.8)-(3.12) bei analogen Rechenschritten zu Abs. 3.2 auf Kor-
relationsfunktionen der Form 〈aˆ+κI+ϕbˆ+κII−ϕbˆκII aˆκI aˆ+k1+q cˆ+k2−q cˆk2 aˆk1〉.
Fu¨r den Fall b 6= c verlaufen die Auswertungen der Korrelationsfunktionen analog zu
Abs. 3.2 u¨ber das Wick-Theorem Gl. (3.13), a¨hnlich Gl. (3.26) bei (b 6= e 6= c) und Gl. (3.29)
bei (b = e oder c = e). Diese Beitra¨ge schließen allerdings wenigstens teilweise einen Im-
pulsu¨bertrag aus, ϕ = 0 und/oder q = 0. Dabei verschwinden die K-Terme, Gl. (3.10), und
demzufolge auch die Korrelationsfunktionen. Unterschiedliche Kra¨fte sind daher unkorreliert,
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es folgt 〈 ˙ˆPebl ; ˙ˆPec 6=ebl′ 〉z = 0. Das fu¨hrt auf eine vereinfachte Separation der Kraft-Kraft Kor-
relationsfunktionen [MR82, HRRW84]






mit 〈 ˙ˆPl; ˙ˆPl′〉
ec
z := 〈 ˙ˆPecl ; ˙ˆPecl′ 〉z. Es bietet sich an, die einzelnen Beitra¨ge getrennt voneinander
zu behandeln:
Im nichtelektronischen Anteil (c 6= e) aus Gl. (3.34) gilt fu¨r die entsprechende Spur in


































Mit HˆS = Hˆ0 kann die Korrelationsfunktion u¨ber die Sandwich-Formeln und mit dem Wick-


























〈cˆ+κII−ϕcˆκII〉 〈cˆ+k2−q cˆk2〉+ 〈cˆ+κII−ϕcˆk2〉 〈cˆκII cˆ+k2−q〉
)
+ 〈aˆ+κI+ϕaˆk1〉 〈aˆκI aˆ+k1+q〉
(

































Einzig der letzte Term beschreibt Sto¨ße und liefert einen Beitrag zu den Kraft-Kraft Korrela-
tionsfunktionen. Alle anderen Terme fordern q = ϕ = 0, entsprechende K-Terme, Gl. (3.10),
entfallen, analog zu den Strom-Kraft Korrelationsfunktionen. Im letzten Term ist die Im-
pulserhaltung durch die Kronecker-Deltas dargestellt. Durch sie ko¨nnen die Summationen
u¨ber κI,κII,ϕ, ςI, ςII in den nichtelektronischen Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen, siehe
Gln. (3.33), (3.35), ausgefu¨hrt werden. Ebenso ist die Auswertung der Integrale trivial, es























Im statischen Grenzfall ω = 0 sind also die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen in niedrigster
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Hierbei wurde die Dirac-Identita¨t: limν→+0 1/(x± iν) = P(1/x)∓ iπδ(x) benutzt. Die Kraft-
Kraft Korrelationsfunktionen sind von der Sta¨rke der Wechselwirkung Vec(q) abha¨ngig. Wei-
terhin wird die Energieerhaltung durch die Delta-Distribution δ(∆Eec) dargestellt und das





des Stoßpartners der Sorte c werden ebenfalls beru¨cksichtigt.




































Mit HˆS = Hˆ0 kann die Korrelationsfunktion u¨ber die Sandwich-Formeln und mit dem Wick-























































































Fu¨r alle Terme, die wenigstens eine dieser Kronecker-Deltas: δq,0 oder δk1+q,k2 bzw. δk2−q,k1
enthalten, verschwinden die K-Terme, Gl. (3.10), bzw. ihre Summen in dem elektronischen
Anteil, Gl. (3.39). Diese Terme tragen daher zu den elektronischen Kraft-Kraft Korrelations-
funktionen, Gl. (3.34), Nichts bei. Eingesetzt in Gl. (3.34) mit Gln. (3.33), (3.39), und nach
Auswertung der Integrale sowie der Summen u¨ber die Spins ςI und ςII gilt mit Vee(q) = Vee(−q)
und
Kl(k1 + q,k1 − k2 + q) + Kl(k2 − q,k2 − k1 − q) = −[Kl(k1,q) + Kl(k2,−q)] (3.41)
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V (ϕ) [Kl(κI,ϕ) + Kl(κII,−ϕ)] [Kl′(k1,q) + Kl′(k2,−q)]
























Vee(|q + k1 − k2|)
Vee(q)
}
× [Kl(k1,q) + Kl(k2,−q)] [Kl′(k1,q) + Kl′(k2,−q)] ,
(3.42)





















× [Kl(k1,q) + Kl(k2,−q)] [Kl′(k1,q) + Kl′(k2,−q)] ,
(3.43)
wobei der Austauschterm zuna¨chst vernachla¨ssigt wird. Der Grenzfall ǫ → 0 kann durch-
gefu¨hrt werden, ohne Divergenzen zu erzeugen. Auch hier ha¨ngt die Korrelation von der
Sta¨rke der Wechselwirkung ab. Energieerhaltung und Pauli-blocking werden analog zu den
nichtelektronischen Korrelationsfunktionen realisiert. Ein wesentlicher Unterschied besteht
jedoch in der Ununterscheidbarkeit der Elektronen. Dies fu¨hrt beispielsweise dazu, dass die
Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen dee1l = 0 aufgrund der Impulserhaltung verschwinden.
Die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen Gln. (3.38), (3.43) sind vom Wechselwirkungs-
potential abha¨ngig. Fu¨r den Fall des Coulomb-Potentials
Vec(q)→ Vec,C(q) = eeec
Ω0ǫ0q2
, (3.44)
wobei ec die Ladung des Teilchens der Sorte c ist (ee = −e), sind diese Beitra¨ge allerdings
divergent. Die Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen im Plasma wird jedoch durch
das Vielteilchensystem beeinflusst. In diesem Zusammenhang ist von Abschirmung die Re-
de. U¨ber die Methode der Green-Funktionen ko¨nnen Abschirmeffekte sto¨rungstheoretisch
beru¨cksichtigt werden, siehe [KKER86]. Im semiklassischen Grenzfall ~ → 0 wird die Wech-







mit dem Abschirmparameter κ beschrieben. Er ist gegeben durch [KKER86, KSK05]
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Auch wenn Abschirmeffekte streng genommen jenseits der Na¨herung HˆS = Hˆ0 entstehen,
wird die Verwendung des Debye-Potentials in den Korrelationsfunktionen Gln. (3.38), (3.43)
im Folgenden als Born’sche Na¨herung bezeichnet. Fu¨r die Beschreibung ho¨herer Ordnungen
im Rahmen einer Sto¨rungstheorie ist mit Hilfe der Diagrammtechnik eine systematische und
u¨bersichtliche Herangehensweise mo¨glich. Die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen lassen sich
allgemein durch 4-Teilchen Green-Funktionen darstellen. Fu¨r ihre Auswertung werden unter-
schiedliche Na¨herungen gemacht. Zwei verschiedene Erweiterungen der Born’schen Na¨herung
(B) werden hier betrachtet.
Die sogenannte Lenard-Balescu Na¨herung (LB) behandelt im Gegensatz zur Born’schen
Na¨herung (B) die Abschirmung dynamisch. Wie bereits erwa¨hnt, wird die Wechselwirkung
zwischen geladenen Teilchen durch das Vielteilchensystem abgeschirmt. Die Abschirmung
erfolgt im Allgemeinen u¨ber die dielektrische Funktion ǫ(q, ω), es gilt [KKER86]




In niedrigster Ordnung der Sto¨rungstheorie werden Sto¨ße in der dielektrischen Funktion
vernachla¨ssigt. Diese Na¨herung wird als Random-Phase-Approximation (RPA) bezeichnet
(ǫ(q, ω) ≈ ǫRPA(q, ω)).
Die zweite Erweiterung der Born’schen Na¨herung ist die sogenannte T-Matrix Na¨herung
(TM). Die 4-Teilchen Green-Funktion wird durch zwei T-Matrizen ersetzt. Die T-Matrizen
entsprechen einer sogenannten Leitersummation, bei der Diagramme ho¨herer Wechselwirkung
konsistent beru¨cksichtigt werden. Wa¨hrend die Born’sche Na¨herung nur schwache Sto¨ße be-
schreibt, werden in der T-Matrix Na¨herung auch starke Sto¨ße beru¨cksichtigt. Werden Entar-














wobei mec = m
2m2c/(m+mc) die reduzierte Masse ist.
Eine gemeinsame Behandlung beider Na¨herungen etwa durch eine dynamisch abgeschirm-
te T-Matrix Rechnung ist bislang nicht mo¨glich. Es gibt jedoch Vorschla¨ge, beide Na¨herungen






ll′ − dec,Bll′ . (3.50)
Im Rahmen der Gould-DeWitt Na¨herung wird eine statisch abgeschirmte T-Matrix Rech-
nung durchgefu¨hrt, bei der der Term niedrigster Ordnung, die statische Born’sche Na¨herung,
durch die dynamische Lenard-Balescu Na¨herung ersetzt wird. Im Rahmen der Green-Funk-
tionsmethode werden also die Diagramme der beiden Na¨herungen (LB und TM) aufsummiert
und die doppelt geza¨hlte Born’sche Na¨herung (B) abgezogen. Ein Nachteil dieser Na¨herung
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ist die willku¨rlich erscheinende Wahl der statischen Abschirmung. Streng genommen ist mit
Coulomb-Potentialen zu arbeiten, welche jedoch divergente Terme liefern.
Eine Alternative bietet das Konzept der effektiven Abschirmung. Hierbei wird der Ab-
schirmparameter κ in der Born’schen Na¨herung durch Vergleich mit der Lenard-Balescu
Na¨herung fixiert. Es wird der statische Abschirmparameter so gewa¨hlt, dass er mit dem
Resultat der dynamischen Abschirmung u¨bereinstimmt. Mit diesem nun effektiven Abschirm-
parameter κeff werden dann T-Matrix Rechnungen durchgefu¨hrt. Dieses Verfahren entspricht
der Gould-DeWitt Methode, sofern κeff fu¨r die statische Abschirmung gewa¨hlt wird.
3.4 Analyse der Elektron-Ion Korrelationsfunktionen
3.4.1 Born’sche Na¨herung
In diesem Abschnitt wird von der Born’schen Na¨herung Gebrauch gemacht. Die Wechsel-
wirkung in Gl. (3.38) wird durch das Debye-Potential beschrieben. Aufgrund der relativ
großen Ionenmassen kann die adiabatische Na¨herung angewandt werden. Die Elektronen
streuen hierbei elastisch an den Ionen, es findet kein Energieu¨bertrag an die Ionen statt
(Ei|k2−q| ≃ Eik2). Weiterhin werden die Ionen klassisch behandelt, f ik2(1 ± f ik2) ≃ f ik2 =
e


























f ek1(1− f e|k1+q|) .
(3.51)
Es werden Kugelkoordinaten eingefu¨hrt, der Vektor q wird parallel zur z-Richtung gewa¨hlt
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Dieser Ausdruck la¨sst sich durch die dimensionslose Gro¨ßen Q = q
√
β~2






































2π~2β/m die thermische Wellenla¨nge ist.
Die Elektron-Ion Korrelationsfunktionen lassen sich im Allgemeinen nicht durch analyti-
sche Funktionen ausdru¨cken. Es werden daher im Folgenden zwei Na¨herungen gemacht, die
auf gut bekannte Grenzfa¨lle der Transportgro¨ßen fu¨hren. Im hochentarteten Grenzfall wird
schließlich die Ziman-Formel erhaten, im Niederdichtegrenzfall die Brooks-Herring Formel.
Hochentarteter Grenzfall und Ziman-Formel






























Im hochentarteten Grenzfall (α≫ 0) ko¨nnen die auftretenden Fermi-Funktionen als Stufen-









dx 1c≤α(c) f(x) , 1x≤y(x) =
{
1 x ≤ y
0 x > y .
(3.58)


































































Gl. (3.59) la¨sst sich auf beliebige Potentiale verallgemeinern.
Im Bereich idealer Plasma (Γ < 1) ko¨nnen die Ionen in guter Na¨herung als gleichverteilt
angenommen werden (Sii = 1), ist das System jedoch stark gekoppelt (Γ > 1), bilden die
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Ionen eine Struktur aus (Sii 6= 1). Wird ein Ion-Ion Strukturfaktor Sii(q) beru¨cksichtigt, folgt














































Fu¨r die elektrische Leitfa¨higkeit, Gl. (2.4), ergibt sich in L-Momenten Na¨herung, Gl. (2.48),
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≡ σ(1) . (3.64)
Die Ein-Moment Na¨herung konvergiert bereits. Der Einfluss ho¨herer Momente des Ener-
gietransports l > 1 auf die elektrische Leitfa¨higkeit ist vernachla¨ssigbar. Analytisch wurde
Gl. (3.64) fu¨r die Zwei-Momenten Na¨herung von Reinholz [Rei89] gezeigt. Auch numerisch
ist dieses Ergebnis im Rahmen einer Mehr-Momenten Na¨herung numerisch bekannt, siehe
[Rei89, KR00].
Gl. (3.64) entspricht mit d11 aus Gl. (3.62) der aus der kinetischen Theorie bekannten
Ziman-Formel [Zim61, Fab72]. Da dee1l = 0 spielen automatisch auch Elektron-Elektron Sto¨ße
im hochentarteten Bereich keine Rolle. Zu bemerken bleibt, dass Gl. (3.63) eine Folge der
Sommerfeld-Entwicklung ist, und somit Gl. (3.64) unabha¨ngig von Strukturfaktor und Po-
tential gilt.
Klassischer Grenzfall und Brooks-Herring-Formel
Im nichtentarteten Grenzfall α≪ 0 gehen die Fermi-Verteilungen in Boltzmann-Verteilungen
u¨ber. Es gilt
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Als Satz relevanter Observablen werden die Momente Pl mit l, l
′ ∈ N betrachtet. Damit gilt
l+l′
2 ∈ N oder l+l
′+1
2 ∈ N. Zur besseren U¨bersicht werden die Berechnungen fu¨r beide Fa¨lle













du ute−u . (3.67)





























































t+ 12 ∈ N ,
(3.71)








= ln |x|+ γ +O(x) , (3.73)





















Nach SubstitutionQ2+κ˜2 = u und Anwendung des binomischen Lehrsatzes kann das Integral
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Entwickelt nach kleinen Dichten (κ˜≪ 1) liefert die untere Grenze der hinteren Reihe (t = 0)





























Dieses Ergebnis entspricht bereits bekannten Resultaten von Ro¨pke et al. [Ro¨88, RR89,
RRMK90]. Anstelle des Parameters κ˜2 wird ha¨ufig der sogenannte Born-Parameter ζ ver-


























Der Born-Parameter ist damit ein charakteristisches Maß fu¨r die Korrelationsfunktionen
in Born’scher Na¨herung. Speziell die Kraft-Kraft Korrelationsfunktion d11 steht dabei im





































































































+ 1 + γ + 2 ln(2)
]
+O(κ˜) . (3.83)
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Im zweiten Term der Gl. (3.80) wird Q2 + κ˜2 = u substituiert und der binomische Lehrsatz























































































Entwickelt nach kleinen Dichten (κ˜≪ 1) liefert die untere Grenze der hinteren Reihe (t = 0)
den fu¨hrenden Beitrag, siehe Gl. (3.70). Es folgt










+ γ + 1
]









Gemeinsam mit Gl. (3.77) la¨sst sich die Elektron-Ion Korrelationsfunktion im Niederdichteg-
renzfall kompakt schreiben als























































Desweiteren ist das Verha¨ltnis der Elektron-Elektron Korrelationsen zu den Elektron-Ion
Korrelationen umgekehrt proportional zur Ionenladung (dee4l/d
ei
11 ∝ Z−1). Bei Plasmen mit
großen Ionenladungen (Z ≫ 1), z.B. staubige Plasmen, ko¨nnen Elektron-Elektron Sto¨ße
vernachla¨ssigt werden (Lorentz-Modell). In diesem Fall folgt fu¨r die elektrische Leitfa¨higkeit,
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Das Ergebnis weicht von der Ziman-Formel um einen Faktor 323π ≈ 3,4 ab. In der kinetischen
Theorie ist dieses Ergebnis als Brooks-Herring-Formel bekannt [Bro51, Bla57]. Sie wird somit
ebenfalls aus dem Zugang der Linearen-Response Theorie erhalten.
Die Determinanten, die zur Berechnung anderer Transportkoeffizienten no¨tig sind, fu¨hren
ebenfalls zu analytischen Werten. Auch fu¨r die Thermokraft wird ein konvergiertes Resultat







Anders als bei der elektrischen Leitfa¨higkeit und der Thermokraft, ist fu¨r die Wa¨rme-
leitfa¨higkeit das vierte und das sechste Moment zu beru¨cksichtigen, um ein konvergiertes
Lorentz-Resultat zu erhalten. Das liegt mathematisch daran, da die Eintra¨ge der ersten Spalte
des Onsager-Koeffizienten L22 zwei Beitra¨ge enthalten. Bei zusa¨tzlicher Beru¨cksichtigung des





























ei ∝ (kB/e)2Tσ(L)ei stellt das empirisch ermittelte Wiedemann-Franz Gesetz
dar [WF53]. Der dimensionslose Proportionalita¨tsfaktor wird als Lorentz-Zahl L bezeichnet.
Bereits fu¨r Metalle wurde er mittels der Sommerfeld-Entwicklung berechnet L = π2/3, siehe
[AM76]. Auch im Rahmen der Linearen-Response Theorie wird dieser Wert im hochentarteten
Grenzfall erhalten, siehe [Rei89]. Fu¨r Lorentz-Plasmen betra¨gt die Lorentz-Zahl Lei = 4,
gema¨ß Gl. (3.93). Demnach gilt fu¨r Lorentz-Plasmen, dass ein guter Stromleiter auch ein
guter Wa¨rmeleiter ist. In Abs. 4.2.1 wird der Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ße untersucht.
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3.4.2 Dynamische Abschirmeffekte in Random-Phase-Approximation
Die Abschirmung des Coulomb-Potentials erfolgt u¨ber die dielektrische Funktion ǫ(q, ω). In
niedrigster Ordnung der Sto¨rungstheorie wird die dielektrische Funktion in der Random-
Phase-Approximation (RPA) ausgewertet. Im semiklassischen Grenzfall ~ → 0 konnte die
Abschirmung u¨ber den inversen Abschirmradius κ, Gl. (3.46), beschrieben werden.
Jenseits dieser Na¨herung ist der Imagina¨rteil der dielektrischen Funktion in RPA geschlos-
sen darstellbar, wohingegen der Realteil u¨ber ein Integral gegeben ist [AB84]:














(νc +Qc) + z
(νc +Qc)− z
(νc −Qc)− z
























q . Im nichtentarteten
Grenzfall αc ≪ 0 vereinfacht sich die dielektrische Funktion






















































Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt 3.4.1 ist die adiabatische Na¨herung aufgrund der fre-
quenzabha¨ngigen dielektrischen Funktion nicht trivial. Die Ionen ko¨nnen allerdings weiterhin
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8m q und x = βE
e
k1




















































































































∣∣∣∣ 1ǫRPA(q(Q), ω(Q, νi))
∣∣∣∣2 e−ν2i√π ,
(3.100)
mit der dielektrischen Funktion in RPA (γei → 0):




























Die Elektron-Ion Wechselwirkung wird durch die Elektronen im System statisch abgeschirmt
und durch die Ionen dynamisch. Die statische Abschirmung der Elektronen entha¨lt im Ver-
gleich zur Debye-Abschirmung eine komplexere Abha¨ngigkeit in q bzw. Q, welche jedoch im
langwelligen Grenzfall Q→ 0 verschwindet. Es gilt





Wird zudem die dynamische Abschirmung der Ionen durch die statische Abschirmung ersetzt
(νi = 0 in ǫ
RPA), geht Gl. (3.100) in Gl. (3.55) aus dem vorherigen Abschnitt 3.4.1 u¨ber.






[τ2 + 1− 2zD(z)]2 + [√πze−z2]2 =
√
π
τ2 (1 + τ2)
, (3.103)
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mit dem statischen Ion-Ion Strukturfaktor in RPA [KRRR13]:
SRPAii (Q) =
Q2ǫRPA,e(Q, 0)
Q2ǫRPA,e(Q, 0) + κ˜2i
. (3.105)
Im langwelligen Grenzfall Q→ 0 geht er in den Strukturfaktor nach Debye u¨ber [KSK05]:
SRPAii (Q→ 0) = SDii (Q) =
Q2 + κ˜2e




Eine Verallgemeinerung von Gl. (3.104) ist durch erweiterte Betrachtungen des Strukturfak-
tors, insbesondere auch der dielektrischen Funktion jenseits der RPA, mo¨glich. Dies fu¨hrt zu
Stoßintegralen wie im vorigen Abschnitt 3.4.1, siehe Gl. (3.62).
Analog zum vorigen Abschnitt wird eine Entwicklung der Korrelationsfunktion fu¨r kleine
Dichten durchgefu¨hrt. In diesem Grenzfall liegt der Hauptbeitrag des Integrals, Gl. (3.104)
bei kleinen Werten von Q, siehe [KRRR13]. Fu¨r den Strukturfaktor, insbesondere fu¨r die






















)−1 − (Q2 + κ˜2)−1]
ko¨nnen analoge Rechenschritte zu Abschnitt 3.4.1 durchgefu¨hrt werden. Die Elektron-Ion
Korrelationsfunktion fu¨r ein dynamisch abgeschirmtes Coulomb-Potential lautet:
































Dieses Ergebnis stimmt im fu¨hrenden Dichteterm mit der Born’schen Na¨herung fu¨r ein sta-
tisch abgeschirmtes Coulomb-Potential (Debye-Potential), Gl. (3.87), u¨berein. Die Differenz
zwischen Gl. (3.108) und Gl. (3.87) betra¨gt





Z − ln(1 + Z)
2
. (3.109)
Formal kann diese Differenz als Faktor des Abschirmparameters κe in den logarithmischen
Term von Gl. (3.108) einfließen, sodass die dynamischen Abschirmeffekte u¨ber einen effekti-
ven statischen Abschirmparameter κ2eff = b · κ2e beschrieben werden. Dieses Vorgehen wurde
in verschiedenen Arbeiten [RR89, KRRR13] fu¨r das Modell des vollsta¨ndig ionisierten Was-
serstoffs (Z = 1) beschrieben. Der effektive statische Abschirmparameter fu¨r die Elektron-Ion
Korrelationsfunktion des Wasserstoffs lautet:
κ2eff = b · κ2e = 1,4715 · κ2e = 1 · κ2e + 0,4715 · κ2i . (3.110)
Da Z = 1 und somit κ2e = κ
2
i wird dieses Resultat wie folgt interpretiert: Wird die Abschir-
mung der Ionen vernachla¨ssigt (κ2i = 0, Sii = 1), ist die reine Elektronenabschirmung in
Gl. (3.107) die Gleiche wie im Fall der statischen Abschirmung, Gl. (3.66). Die Elektronen
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schirmen somit vollsta¨ndig statisch ab, ihr Beitrag zum Faktor 1,4715 ist 1. Der u¨brige Bei-
trag 0,4715 wird den Ionen zugeschrieben. Die dynamische Abschirmung der Ionen wirkt sich
also wie eine statische Abschirmung mit etwa der halben Sta¨rke aus.
Um den Effekt der dynamischen Abschirmung im Vergleich zur statischen Abschirmung











Der elektronische effektive Abschirmfaktor beei ist so definiert, dass die statische Born’sche
Na¨herung, Gl. (3.55), mit dem Abschirmparameter κ2 → beeiκ2e der dynamischen Born’schen
Na¨herung (Lenard-Balescu), Gl. (3.104), mit SRPAii → 1 entspricht. Der ionische effektive
Abschirmfaktor biei ist analog definiert, dass die statische Born’sche Na¨herung, Gl. (3.55),
mit dem Abschirmparameter κ2 → beeiκ2e + bieiκ2i mit der dynamischen Born’schen Na¨herung
(Lenard-Balescu), Gl. (3.104), (nun SRPAii 6= 1) u¨bereinstimmt.
Durch diese Definitionen werden Abschirmeffekte in RPA fu¨r beliebige Dichten und Tem-
peraturen u¨ber Abschirmfaktoren beschrieben. Im Niederdichtegrenzfall gilt, vgl. Gl. (3.108)
mit Gl. (3.87)






· κ2i . (3.112)
Fu¨r beliebige Plasmabedingungen ha¨ngen die Abschirmfaktoren allerdings von Dichte und
Temperatur, und sind daru¨ber hinaus im Allgemeinen fu¨r jede Korrelationsfunktion deill′ ver-
schieden. Die ionischen effektiven Abschirmfaktoren biei ha¨ngen zudem von der Ionenladungs-
zahl Z ab.
Abb. 3.1 zeigt die effektiven Abschirmfaktoren in Abha¨ngigkeit des Entartungsparameters
Θ fu¨r verschiedene Temperaturen T = 103 − 107 K und Ionenladungszahlen Z = 1; 2; 4; 16




33. Wa¨hrend die elektronischen Abschirmfaktoren fu¨r die
unterschiedlichen Korrelationsfunktionen verschieden sind, besitzen die ionischen Abschirm-
faktoren eine Z-Abha¨ngigkeit. Fu¨r die ionischen Abschirmfaktoren wird festgestellt, dass
bei unterschiedlichen Korrelationsfunktionen die Abweichungen unterhalb von 0,1% liegen.
Sowohl die elektronischen als auch die ionischen Abschirmfaktoren weisen eine Tempera-
turabha¨ngigkeit auf. Fu¨r ho¨here Temperaturen ist der Abschirmfaktor u¨ber einen großen
Dichtebereich nahezu konstant. Das liegt daran, dass sich das Plasma fu¨r ho¨here Temperatu-
ren ideal verha¨lt, und somit Gl. (3.108) anwendbar ist. Im hochentarteten Grenzfall (Θ≪ 1)
geht der elektronsiche Abschirmfaktor gegen 1, und der ionische gegen 0, der Thomas-Fermi
Grenzfall fu¨r ideale Quantengase wird realisiert.
In dieser Arbeit wurde fu¨r den elektronischen Abschirmfaktor u¨ber einen Temperaturbe-












mit A11 = 0,12, A13 = 0,28 und A33 = 0,43. Die Abweichungen zu den numerischen Werten
liegen unterhalb von 6%, siehe Abb. 3.1. Da der numerische Aufwand gering ist, wurde in
dieser Arbeit auf die Verwendung der Fitformel verzichtet.
































































Abb. 3.1: Effektive Abschirmfaktoren in Abha¨ngigkeit vom Entartungsparameter Θ bei ver-
schiedenen Temperaturen T = 103 − 107 K. beei (links) wird fu¨r verschiedene Kor-
relationsfunktionen aufgetragen, biei (rechts) wird fu¨r verschiedene Ionenladungen
Z = 1; 2; 4; 16 dargestellt.
3.4.3 Einfluss starker Sto¨ße in der T-Matrix Na¨herung
In diesem Abschnitt werden die Effekte starker Sto¨ße auf die Elektron-Ion Korrelationsfunk-
tionen untersucht. Diese werden u¨ber die Transmissions-Matrix (T-Matrix) untersucht. In
diesem Zusammenhang wird von der T-Matrix Na¨herung gesprochen. Die Wechselwirkung
zwischen Elektronen und Ionen wird in diesem Abschnitt, analog zu Abs. 3.4.1, durch das
Debye-Potential beschrieben. Es wird wieder von der adiabatischen Na¨herung Gebrauch ge-




































wobei k′1 = k1 + q der Impuls nach der Streuung ist. Der Winkel zwischen k1 und k′1 ist
der Streuwinkel ϑ. Es werden Kugelkoordinaten eingefu¨hrt, der Vektor k1 wird parallel zur
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× 2k21 [1− cos(ϑ)]
2m
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−1f ek1(1− f ek1)QeiT(k) , (3.116)




. Der Transportquerschnitt ist allgemein gegeben durch (c 6= e)
QecT (k) = 2π
1∫
−1
















wobei δecℓ die Streuphasen der ℓ-ten Partialwelle sind, gegeben durch die Lo¨sung der Calogero
Gleichung [Cal67]
δecℓ (k) = limr→∞ δ˜
ec











ℓ − krnℓ(kr) sin δ˜ecℓ
]2
, δ˜ecℓ (0, k) = 0 , (3.120)
mit den spha¨rischen Bessel- und Neumann Funktonen jℓ(x) und nℓ(x).
Der gro¨ßte numerische Aufwand in Gl. (3.116) besteht in der Berechnung des Trans-
portquerschnitts. Dieser Transportquerschnitt ha¨ngt neben der Wellenzahl des zu streuenden
Elektrons k1 von zwei Parametern ab: der Ionenladungszahl Z und dem Abschirmparame-




kann eine Skalierung fu¨r den Transportquerschnitt vorgenommen werden, der allein von der
Variablen K und dem Parameter M abha¨ngt. Diese Skalierung des Transportquerschnittes
QecT = QecT a20κ2k21/(8πZ2) wird im Folgenden verwendet. Nach der Substitution x = βEek1













QeiT (K(x),M) . (3.121)
Dieses Ergebnis ist eine Verallgemeinerung der Born’schen Na¨herung (|Tei|2 = |Vei|2) und
wird aus Gl. (3.55) durch Vertauschen der Integrale direkt erhalten, wobei der Transport-












gegeben ist, vgl. auch mit Gl. (3.49). Der Transportquerschnitt ist damit das geeignete Maß,
die Relevanz starker Sto¨ße und damit die Gu¨ltigkeit der Born’schen Na¨herung auf die Kor-
relationsfunktionen sowie auf die Transportgro¨ßen zu untersuchen.
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Allgemein ist der Transportquerschnitt durch Gl. (3.117) bestimmt und besteht aus zwei
Anteilen. Der erste Term der eckigen Klammer liefert den totalen Wirkungsquerschnitt der
Elektron-Ion Sto¨ße, der zweite Term betrachtet eine explizite Winkelabha¨ngigkeit. Diese Win-
kelabha¨ngigkeit ist fu¨r die Beschreibung des Transports essentiell, da nicht jeder Stoß den
Stromfluss gleichermaßen beeinflusst. Bei einem kleinen Streuwinkel (ϑ ≈ 0) wird das Elek-
tron kaum abgelenkt und der Transport nicht beeinflusst, die eckige Klammer verschwindet;
hingegen bei Streuungen um 180◦ wird das Elektron zuru¨ckgeworfen und der Transport ma-
ximal gehemmt, die eckige Klammer wird 2.
3.4.4 T-Matrix Effekte fu¨r beliebige Entartung des Elektronensystems
In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Entartung innerhalb der T-Matrix abgescha¨tzt.
Fu¨r beliebige Dichten ist die Zwei-Teilchen T-Matrix gegeben durch [KKER86]






f ek1 ± f ik2
)
∆Eei ± iε T
±
2 (|k1 + q′|, |k2 − q′|, |q′ − q|) . (3.123)
Im nichtentarteten Fall (Θ > 1) gilt 1−f ek1∓f ik2 ≈ 1. Die T-Matrix kann im Schwerpunktsys-
tem durch den differentiellen Wirkungsquerschnitt ausgedru¨ckt werden, Gl. (3.49). Es stellt
sich allerdings die Frage, wie sich die T-Matrix verha¨lt, wenn das Elektronensystem entartet
ist (Θ < 1). Dazu werden die Ionen weiterhin klassisch behandelt, sodass 1± f ik2 ≈ 1. Nach
Durchfu¨hrung der adiabatischen Na¨herung (Eik2 ≈ Ei|k2−q′|) folgt







Eek1 − Ee|k1+q′| ± iε
T±ad(|k1 + q′|, |q′ − q|) . (3.124)
Der Unterschied zwischen adiabatischer und nichtentarteter Ein-Teilchen T-Matrix ist in der
Ordnung einer Fermi-Funktion T±ad(k1,q) = T
±
1 (k1,q) +O(f ek1V 2). Eingesetzt in die rechte
Seite von Gl. (3.124) fu¨hrt das auf
T±ad(k1,q)







Eek1 − Ee|k1+q′| ± iε
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+ f ek1V (q)− f ek1V (q)






































Die adiabatische T-Matrix kann somit durch eine Kombination aus differentiellen Wirkungs-
querschnitten, gewichtet mit Fermi-Funktionen, angegeben werden. Fu¨r T = 0 ist die Formel
exakt.
Der Einfluss der T-Matrix unter Beru¨cksichtigung von Entartungeffekte wird in Abb. 3.2
dargestellt. Fu¨r zwei Temperaturen T = 104; 106 K ist die Kraft-Kraft Korrelationsfunkti-
on d11 in Einheiten von d, Gl. (3.56), u¨ber den Entartungsparameter aufgetragen. Dabei
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wurde die Born’schen Na¨herung mit Rechnungen der nichtentarteten T-Matrix, Gl. (3.49),
und der entarteten T-Matrix, Gl. (3.127), verglichen. Im Niederdichtegrenzfall (f ek ≪ 1)
sind Entartungseffekte vernachla¨ssigbar, Gl. (3.127) geht in Gl. (3.49) u¨ber. Im entarteten
Grenzfall Θ ≪ 1 gehen die T-Matrix Rechnungen in die Born’sche Na¨herung u¨ber. Es ist
deutlich erkennbar, dass die Entartungseffekte in der T-Matrix zu einem fru¨heren Erreichen
der Born’schen Na¨herung fu¨hren. Bei tiefen Temperaturen ist der Effekt deutlich erkennbar.
Fu¨r hohe Temperaturen spielen starke Sto¨ße ohnehin eine untergeordnete Rolle, die Born’sche
Na¨herung wird gu¨ltig.













T = 106 K
T = 104 K
Z = 1
Abb. 3.2: Kraft-Kraft Korrelationsfunktion d11 in Einheiten von d, Gl. (3.56), in Abha¨ngigkeit
vom Entartungsparameter Θ bei T = 104 K (schwarz) und T = 106 K (rot). Er-
gebnisse der Born’schen Na¨herung (gestrichelt) werden mit T-Matrix Rechnungen
(nichtentartet: Strich-Punkt-Linie, entartet: durchgezogen) verglichen.
3.5 Analyse der Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen
In diesem Abschnitt werden die Elektron-Elektron Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen analy-
siert. Es werden die Na¨herungen analog zu Abs. 3.4 behandelt. Die Herleitungen unterscheiden
sich imWesentlichen darin, dass beide Stoßpartner quantenmechanisch behandelt werden und
aufgrund gleicher Teilchen, die Anwendung der adiabatischen Na¨herung an dieser Stelle nicht
mo¨glich ist.
3.5.1 Born’sche Na¨herung
Ausgehend von einem Debye-Potential zur Beschreibung der Elektron-Elektron Wechsel-





























~ω − Eek2 + Ee|k2−q|
)
× [Kl(k1,q) + Kl(k2,−q)] [Kl′(k1,q) + Kl′(k2,−q)] .
(3.128)
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Es werden Kugelkoordinaten eingefu¨hrt, der Vektor q wird parallel zur z-Richtung gewa¨hlt




 ; k1 = k1
sin θk10
cos θk1
 ; k2 = k2
sin θk2 cosφk2sin θk2 sinφk2
cos θk2
 . (3.129)










































































2 + 4qk1 cos θk1 − 4qk2 cos θk2 − 2k1k2 cos θk1 cos θk2
)
(~ω)2












Die Integrale u¨ber die Winkel werden nun ausgefu¨hrt. Die verbleibenden Integrale werden
durch Substitutionen in dimensionslose VariablenQ = q
√
β~2
8m , x = k1
√
β~2
2m , y = k2
√
β~2





































wobei κ˜2 = β~
2
8m κ
2 analog zu Abs. 3.4. Mit der Substitution x2 = X + (Q − ν)2, y2 =















−2νef ee33(α,Q, νe) , (3.132)
mit
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−2νef eell′ (α,Q, νe) , (3.134)
mit























Keell′ (x, y, p, v) =
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Analog zu Abschnitt 3.4.1 wird der Niederdichtegrenzfall (α≪ 0) untersucht. Es gilt
f ee,clll′ (Q, νe) = f
ee










Keell′ (X + (Q− νe)2, Y + (Q+ νe)2, 4Q2, 4Qνe) . (3.138)























−X−Y−2ν2 [(Y −X)2 + 4ν2(Y +X)] = 2√2π. Das vebleibende
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angegeben werden. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung, erkennbar mit Hilfe der
Hilfsfunktionen analog zu Abs. 3.4.1, korrespondiert in Gl. (3.134) der Niederdichtegrenzfall
κ˜≪ 1 mit dem langwellige Grenzfall Q→ 0 in f ee,clll′ . In eine Taylor-Reihe entwickelt
f ee,clll′ (Q, νe) = f
(0)



































f ee,clll′ (Q, νe)− f (0)ll′ (0, νe)
]
. (3.145)




55 usw. sind die klassischen Funk-
tionen f ee,clll′ Polynome in Q
2 und auch in ν2, die Taylor-Reihe in Gl. (3.143) bricht ab. Analy-
tische Ergebnisse fu¨r den Vorfaktor Beell′ und den Parameter C
ee
ll′ sind fu¨r diesen Fall bekannt,
siehe [Red97, KRRR13]. Allerdings ist bereits im Fall des Lorentz-Plasmas, siehe Abs. 3.4.1
und auch [HRRW84], gezeigt worden, dass die geradzahligen Momente P4 und P6 auf ei-
ne Konvergenz der Transportgro¨ßen im Niederdichtegrenzfall fu¨hren. Somit besteht auch die
Mo¨glichkeit unter Einbeziehung der Elektron-Elektron Sto¨ße eine schnellere Konvergenz zu
erwirken. Erstmals werden in dieser Arbeit entsprechende Berechnungen fu¨r Beell′ und C
ee
ll′
der weiteren Korrelationsfunktionen vorgestellt, siehe Tab. 3.1. Dabei konnten die Parame-
ter Beell′ analytisch bestimmt werden, wohingegen die Parameter C
ee
ll′ numerisch bis auf drei
Nachkommastellen genau bestimmt wurden.
Tab. 3.1: Parameter Beell′ und C
ee
ll′ zur Niederdichteentwicklung der Elektron-Elektron Korre-
lationsfunktionen dee,Bll′ , Gl. (3.142).
ungeradzahlige Momente geradzahlige gemischte
[Red97, KRRR13] Momente Momente
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3.5.2 Dynamische Abschirmeffekte in Random-Phase-Approximation
Analog zu Abs. 3.4.2 wird anstelle des Debye-Potentials ein dynamisch abgeschirmtes Cou-
lomb-Potential verwendet. Die dynamische Abschirmung erfolgt u¨ber die dielektrische Funk-
tion in RPA. Da im vorigen Abschnitt 3.5.1 kein Gebrauch von der adiabatischen Na¨herung















∣∣∣∣2 e−2ν2e f eell′ (α,Q, νe), (3.146)
mit f eell′ aus Gl. (3.135). Der Einfluss der dielektrischen Funktion unterscheidet sich substan-
tiell zu den Elektron-Ion Sto¨ßen, da u¨ber νe anstelle von νi = γeiνe integriert wird. So ist die
Gewichtung durch die dielektrische Funktion zu Gl. (3.100) verschieden. Wird na¨mlich hier
der adiabatische Grenzfall durchgefu¨hrt, folgt fu¨r die dielektrische Funktion
ǫRPA(q(Q), ω(Q, νe)) = ǫ
RPA,e(Q, νe) ,















∣∣∣∣∣ν2e − (Q+ z)2ν2e − (Q− z)2
∣∣∣∣∣ ,















Die Elektron-ElektronWechselwirkung wird allein durch die Elektronen im System dynamisch
abgeschirmt. Die Sto¨rung der Elektron-Elektron Wechselwirkung durch die Ionen verschwin-
det, sie schirmen effektiv nicht ab (biee,ll′ = 0).
Der elektronische effektive Abschirmfaktor beee ist analog zu Abs. 3.4.2 definiert, dass die
statische Born’sche Na¨herung, Gl. (3.134), mit dem Abschirmparameter κ2 → beeeκ2e mit der
dynamischen Born’schen Na¨herung, Gl. (3.146), u¨bereinstimmt.
Der elektronische effektive Abschirmfaktor kann u¨ber diese Definition Abschirmeffekte
in RPA fu¨r beliebige Dichten und Temperaturen u¨ber Abschirmfaktoren beschreiben. Im
Unterschied zu den Elektron-Ion Korrelationen stellt sich bislang die Frage nach dem exakten
Wert fu¨r beee im Niederdichtegrenzfall. Ein analytischer Ausdruck, wie er fu¨r die Elektron-Ion
Sto¨ßen existiert, konnten bislang nicht angegeben werden. Numerisch ermittelte Werte von
Ro¨pke und Redmer [RR89] und Karakhtanov et al. [KRRR13] weichen um knapp 25% ab,
siehe Tab. 3.2.
Dieses Problem wird nun analytisch bearbeitet. Exemplarisch wird abermals die Korrelati-
onsfunktion dee33 betrachtet. Im Niederdichtegrenzfall wird analog zu Abs. 3.4.2 der langwellige

































auszuwerten bleibt. Das hintere Integral kann nicht u¨ber Gl. (3.103) gelo¨st werden, da die
Exponentialfunktion sta¨rker abfa¨llt. Dass dieses Integral jedoch existiert, folgt sofort aus dem
Majoranten-Kriterium. In dieser Arbeit wird das hintere Integral u¨ber eine Reihenentwicklung
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wird der Term in der geschweiften Klammer in eine Taylor-Reihe um ν = 0
entwickelt. Da dieser Term symmetrisch in ν ist, besitzt das Taylor-Polynom nur geradzahlige
Potenzen. Die nullte Ordnung ist 1 und fu¨hrt zum statischen Anteil der Korrelationsfunktion.








































































































≈ −0,8384 , (3.155)
ausgedru¨ckt und beliebig genau berechnet werden. Die schnelle Konvergenz von be,clee,33 ist in
Abb. 3.3 gezeigt. Auf vier Stellen genau ist der Wert in Tab. 3.2 angegeben. Verglichen wird
der berechnete elektronische Abschirmfaktor mit den numerischen Werten von Ro¨pke und
Redmer [RR89] und Karakhtanov et al. [KRRR13]. Dabei ist deutlich erkennbar, dass der
numerisch ermittelte Wert von Ro¨pke und Redmer [RR89] besta¨tigt werden kann.
Zu interpretieren ist dieser effektive Abschirmfaktor so, dass die Elektronen effektiv mit
etwa der halben Sta¨rke abschirmen, a¨hnlich der effektiven Abschirmung in den Elektron-Ion
Korrelationen durch die Ionen, siehe Abschnitt 3.4.2. Trotz dieser numerischen A¨hnlichkeit
von beee und b
i
ei besteht ein wesentlicher Unterschied darin, dass b
e
ee in adiabatischer Na¨herung
unabha¨ngig von der Ladungszahl der Ionen Z bleibt.
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Ro¨pke und Redmer [RR89] 0,4313














Abb. 3.3: Konvergenz von be,clee,33.




























Somit gibt es fu¨r beliebige Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen bereits im Niederdich-
tegrenzfall verschiedene effektive Abschirmfaktoren, ein weiterer Unterschied zu den Elektron-
Ion Korrelationen.




l l′ be,clee,ll′ l l
′ be,clee,ll′ l l
′ be,clee,ll′
3 3 0,4324 2 2 0,5662 2 3 0,4995
3 5 0,3328 2 4 0,4441 2 5 0,3980
3 7 0,2649 2 6 0,3594 3 4 0,3777
5 5 0,2432 4 4 0,3250 3 6 0,2957
5 7 0,1861 4 6 0,2482 4 5 0,2827
7 7 0,1392 6 6 0,1829 5 6 0,2117
In Tab. 3.3 sind erstmals Abschirmfaktoren be,clee,ll′ verschiedener Korrelationsfunktionen
deell′ im Niederdichtegrenzfall gezeigt. Tendenziell ist eine Abnahme der Abschirmfaktoren mit
ho¨heren Momenten beobachtbar. Das bedeutet, dass die Elektron-Elektron Wechselwirkung
fu¨r ho¨here Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen Coulomb-artig wird. Anders als bei den
Elektron-Ion Korrelationsfunktionen ist das asymptotische Verhalten fu¨r ho¨here Korrelations-
funktionen l, l′ ≫ 1 unklar. Weitere Analysen zu diesem Gebiet stehen noch aus. Allerdings
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ist der Grundstein gelegt, auch im Rahmen einer Mehr-Momenten Na¨herung dynamische
Abschirmeffekte beru¨cksichtigen zu ko¨nnen.
Jenseits des Niederdichtegrenzfalls kann der Abschirmfaktor bee fu¨r beliebige Temperatu-
ren und Dichten ermittelt werden. In dieser Arbeit sind allerdings ausschließlich Berechnungen
fu¨r die Korrelationsfunktion dee33 durchgefu¨hrt worden. Die Ergebnisse sind in Abb. 3.4 fu¨r
einen großen Temperaturbereich T = 103 − 107 K in Abha¨ngigkeit von Θ dargestellt. Im
Gegensatz zu den Abschirmfaktoren der Elektron-Ion Korrelationsfunktion ist der Einfluss
der Temperatur schwach, der Abschirmfaktor bee ist nahezu rein Θ abha¨ngig. Eine einfache
Fitformel beschreibt diese Abha¨ngigkeit






















Abb. 3.4: Elektronischer effektiver Abschirmfaktor in Abha¨ngigkeit vom Entartungsparame-
ter Θ bei verschiedenen Temperaturen T = 103 − 107 K.
Im folgenden Abschnitt wird der Einfluss der starken Sto¨ße im Rahmen einer T-Matrix
Na¨herung analog zu Abs. 3.4.3 diskutiert. Mit Hilfe der effektiven Abschirmfaktoren wird die
Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen im Vielteilchensystem anstelle eines dynamisch
abgeschirmten Coulomb-Potential durch ein effektives Debye-Potential beschrieben. In dieser
Arbeit werden entsprechend Abb. 3.4 temperatur- und dichteabha¨ngige Abschirmfaktoren
verwendet.
3.5.3 Einfluss starker Sto¨ße in der T-Matrix Na¨herung
In diesem Abschnitt wird der Einfluss starker Sto¨ße auf die Elektron-Elektron Korrelati-
onsfunktionen untersucht. Die Elektron-Elektron Wechselwirkung wird durch ein Debye-
Potential beschrieben. Austauscheffekte werden in diesem Abschnitt beru¨cksichtigt. Es gilt






















Ee|k1+q| − Eek1 − Eek2 + Ee|k2−q|
)
× [Kl′(k1,q) + Kl′(k2,−q)] [Kl(k1,q) + Kl(k2,−q)] .
(3.159)
Das Streuproblem wird im Folgenden durch eine Transformation ins Schwerpunktsystem
s = k1 + k2 , p =
k2 − k1
2
, p′ = p− q , (3.160)













Die Energiedifferenz in der Delta-Distribution vereinfacht sich stark
δ
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+ p,p′ − p
)]
= (S−P)|S−P|l−1 + (S + P)|S + P|l−1
− (S−P′)|S−P′|l−1 − (S + P′)|S + P′|l−1 .
(3.165)
Der Winkel zwischen P und P′ ist der Streuwinkel ϑ. Es werden Kugelkoordinaten eingefu¨hrt.




 ; P′ = P ′
sinϑ0
cosϑ
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Durch Wirken der Delta-Distribution δ(P −P ′), somit P ′ → P , gelten folgende Ersetzungen
(S−P)(S−P)→ S2 + P 2 − 2SP cosχ , (3.167)
(S + P)(S + P)→ S2 + P 2 + 2SP cosχ , (3.168)
(S−P′)(S−P′)→ S2 + P 2 − 2SP [sinϑ sinχ cosφ+ cosϑ cosχ] , (3.169)
(S + P′)(S + P′)→ S2 + P 2 + 2SP [sinϑ sinχ cosφ+ cosϑ cosχ] , (3.170)
(S−P)(S + P)→ S2 − P 2 , (3.171)
(S−P′)(S + P′)→ S2 − P 2 , (3.172)
(S±P)(S±P′)→ S2 + P 2 cosϑ± SP [cosχ+ sinϑ sinχ cosφ+ cosϑ cosχ] , (3.173)
(S±P)(S∓P′)→ S2 − P 2 cosϑ± SP [cosχ− sinϑ sinχ cosφ− cosϑ cosχ] . (3.174)
Fu¨r das Produkt der Fermi-Funktionen gilt nach Wirken der Delta-Distribution
Fee ≡ f e| s2−p|
(






















(S2+P 2) cosh[SPB] + e2α−(S2+P 2)
} , (3.176)
mit A = | cosχ| und B = | sinϑ sinχ cosφ + cosϑ cosχ|. Wegen 0 ≤ A ≤ 1 and 0 ≤ B ≤ 1
gilt folgende Ungleichung




















wobei FMinee eine untere Schanke und F
Max
ee eine obere Schranke der Funktion Fee darstellt.
Beide Schranken sind zudem winkelunabha¨ngig und gehen gemeinsam mit Fee im nichtent-









2+P 2) . (3.180)
Nach dem Mittelwertsatzes der Integralrechnung gilt,









dϑf(S, P, α, χ, φ, ϑ)Fee(S, P, α, χ, φ, ϑ)









dϑf(S, P, α, χ, φ, ϑ) ,
(3.181)
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ko¨nnen die Schranken zur Eingrenzung der Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen genutzt
werden. Das Herausziehen der Fermifunktionen vereinfacht die Winkelintegrale deutlich. Im
weiteren Verlauf wird speziell dee33 betrachtet. Es gilt[
(S−P)|S−P|2 + (S + P)|S + P|2 − (S−P′)|S−P′|2 − (S + P′)|S + P′|2
]2
= 16P 4S2(1− cos2 ϑ)
[























































′ [cos2 χ+ sin2 χ cos2 φ] δ(P ′ − P ) = 83π, und dem Viskosita¨ts-
querschnitt






















sin2 [δℓ−1(p)− δℓ+1(p)] . (3.186)







tigt. Die Streuphasen werden u¨ber die Calogero-Gleichung (3.120) bestimmt.
Dimensionslose Gro¨ßen werden analog zu Abschnitt 3.4.3 eingefu¨hrt: die Potentialsta¨rke
Mee = −1/(κa0), die skalierte kinetische Energie K = p2/κ2 und der skalierte Viskosita¨ts-




v . Nach der Substitution x = P
2 kann die Korrelations-

















Durch den Mittelwertsatz der Integralrechnung wurde erstmals fu¨r beliebige Entartungen eine
von 0 verschiedene untere Schranke der Elektron-Elektron Korrelationsfunktion im Rahmen
einer T-Matrix Na¨herung gefunden.








dx x2e−xQeev (K(x),Mee) , (3.188)
stimmt mit fru¨heren Arbeiten [MR82, Ro¨88, Red97] u¨berein.
Wie auch der Transportquerschnitt der Elektron-Ion Sto¨ße besteht der Viskosita¨tsquer-
schnitt der Elektron-Elektron Sto¨ße, Gl. (3.185), aus zwei Anteilen, dem totalen Wirkungs-
querschnitt und der zu beru¨cksichtigenden Winkelabha¨ngigkeit. Wie bei den Elektron-Ion
3.5. Analyse der Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen 47
Sto¨ßen auch, fallen Streuwinkel ϑ ≈ 0◦ weniger stark ins Gewicht, da der Transport unbe-
einflusst bleibt. Unterschiedlich ist jedoch, dass der Viskosita¨tsquerschnitt bei Streuwinkeln
ϑ ≈ 180◦ ebenfalls verschwindet. Das kann physikalisch so verstanden werden, dass beide
Elektronen an der Bewegung des Streuprozesses gleichermaßen beteiligt sind, und nicht etwa
wie bei den Elektron-Ion Sto¨ßen der Streupartner (das Ion) praktisch fixiert ist. Dadurch ist
die Elektronenverteilung bei Streuwinkeln ϑ ≈ 180◦ die Gleiche wie bei Streuwinkeln ϑ ≈ 0◦
und beeinflussen die Korrelation und damit den Transport nicht. Erwartungsgema¨ß wird der
Beitrag maximal, wenn der Streuwinkel ϑ = 90◦ betra¨gt.
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4. TRANSPORTEIGENSCHAFTEN VOLLSTA¨NDIG
IONISIERTER PLASMEN
Mit den ausgewerteten Korrelationsfunktionen: die Kubo-Skalarprodukte in Abs. 3.1 sowie die
Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen der Elektron-Ion und Elektron-Elektron Sto¨ße, Abs. 3.4
und 3.5, ko¨nnen die Onsager-Koeffizienten, Gl. (2.48), und daraus die thermoelektrischen
Transportgro¨ßen elektrische Leitfa¨higkeit σ, Gl. (2.4), die Thermokraft α, Gl. (2.7), sowie die
Wa¨rmeleitfa¨higkeit λ, Gl. (2.6), berechnet werden. Fu¨r eine bessere Vergleichbarkeit werden
Transportgro¨ßen u¨blicherweise durch dimensionslose Gro¨ßen ausgedru¨ckt







L , α = −a
kB
e






Hierbei sind s, a und die Lorentz-Zahl L dimensionslose Vorfaktoren der Transportgro¨ßen.
σ∗ ist die dimensionslose, reduzierte Leitfa¨higkeit und L der Coulomb-Logarithmus. Im Rah-
men der Linearen-Response Theorie kann der Coulomb-Logarithmus L durch die Kraft-Kraft




wobei d in Gl. (3.56) definiert wurde.
Um Berechnungen auf T-Matrix Niveau durchzufu¨hren, muss der Streuprozess genauer
untersucht werden. Fu¨r den Elektron-Ion Streuprozess ist der Transportquerschnitt, fu¨r die
Elektron-Elektron Sto¨ße ist der Viskosita¨tsquerschnitt von Interesse. Beide Streuquerschnitte
werden in Abs. 4.1 in verschiedenen Na¨herungen analytisch berechnet und mit numerischen
Ergebnissen verglichen. Fitformeln fu¨r die Streuquerschnitte werden vorgeschlagenen. Sie re-
duzieren den numerischen Aufwand stark. Mit diesen Streuquerschnitten sind Berechnungen
der Transportgro¨ßen fu¨r beliebige Dichten und Temperaturen unter Einbeziehung dynami-
scher Abschirmeffekte und starker Sto¨ße mo¨glich.
Speziell in Abs. 4.2 wird unter der Fragestellung nach dem Einfluss der Elektron-Elektron
Sto¨ße auf die elektrische Leitfa¨higkeit eine Fitformel fu¨r den Korrekturfaktor Ree = σ
ei+ee/σei
vorgestellt. Dabei wird außerdem die Konvergenz der Mehr-Momenten-Na¨herung auf die ther-
moelektrischen Transportgro¨ßen in Abha¨ngigkeit von der Ionenladung Z untersucht.
Abschließend wird in Abschnitt 4.3 mit Hilfe des vollsta¨ndig ionisierten Plasmamodells
die elektrische Leitfa¨higkeit warmen dichten Aluminiums berechnet und mit gegenwa¨rtig
verfu¨gbaren Experimenten verglichen. Dabei werden insbesondere die Einflu¨sse von Struk-
turfaktor und Pseudopotential herausgearbeitet.
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4.1 Streuquerschnitte der Elektron-Ion und Elektron-Elektron Sto¨ße
Um Transporteigenschaften unter Beru¨cksichtigung starker Sto¨ße berechnen zu ko¨nnen, sind











Dabei beschreibt der erste Term der eckigen Klammer den totalen Wirkungsquerschnitt.
Da allerdings nicht alle Sto¨ße gleichermaßen den Transport beeinflussen, wird die Win-
kelabha¨ngigkeit des zweiten Terms gebraucht.
In dieser Arbeit werden im Rahmen der Zwei-Momenten Na¨herung nur der Transport-
querschnitt der Elektron-Ion Sto¨ße QeiT ≡ Qei(1) sowie der Viskosita¨tsquerschnitt der Elektron-
Elektron Sto¨ße Qeev ≡ Qee(2) beno¨tigt. Bei der Betrachtung ho¨herer Momente, z.B. des siebten
Moments P7 im Satz der relevanten Observablen, sind neben dem Viskosita¨tsquerschnitt auch
ho¨here Streuquerschnitte fu¨r die Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen, z.B. Qee(4) bei d
ee
77,
zu beru¨cksichtigen, siehe [ARR+07].
4.1.1 Born’sche Na¨herung

















mit den U¨bertragungsimpulsen q =
√
2p2[1− cos(ϑ)] und q′ = |p + p′| = √2p2[1 + cos(ϑ)]
sowie dem Kronecker-Delta δec. Der hintere Summand beru¨cksichtigt den Austauschterm bei
identischen Teilchen; bei dessen Vernachla¨ssigung wird vom direkten Term (Index: d) gespro-






































Im Rahmen der Born’schen Na¨herung sind Streuphasenberechnungen aus der Calogero-
Gleichung mo¨glich. Fu¨r schwache Potentiale sind die Streuphasen klein δℓ ≪ 1. Nach Entwick-
lung der Sinus- und Kosinusfunktion um kleine Streuphasen, vereinfacht sich die Calogero-








ℓ (kr) . (4.9)
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Damit ist die Born’sche Na¨herung nicht nur fu¨r schwache Potentiale M ≪ 1 sondern auch
fu¨r hohe kinetische Energien K ≫M2 gu¨ltig.
Fu¨r die Korrelationsfunktionen, Gln. (3.121) und (3.187), folgt explizit, dass sie sich im
Intervall x ∈ [xcut,0,∞) mit xcut,0 = O(M2κ˜2) = O(Γ2Θ) durch die Streuquerschnitte der
Born’schen Na¨herung, Gln. (4.6)-(4.8), beschreiben lassen. Im Grenzfall Γ2Θ ≪ 1 (T ≫ 105
K) kann das Integral praktisch u¨ber den gesamten Bereich in Born’scher Na¨herung berechnet
werden.
Wie bereits in Abs. 3.4.3 erwa¨hnt, entspricht die Korrelationsfunktionen, Gl. (3.121), mit
dem Transportquerschnitt in Born’scher Na¨herung, Gl. (4.6), der Korrelationsfunktion in
Born’scher Na¨herung, Gl. (3.134). Ebenso entspricht die Korrelationsfunktion, Gl. (3.187),
mit dem direkten Term des Viskosita¨tsquerschnitts in Born’scher Na¨herung, Gl. (4.7), der
Korrelationsfunktion in Born’scher Na¨herung, (3.132), wobei Austauscheffekte vernachla¨ssigt
werden. Wird stattdessen der vollsta¨ndige Viskosita¨tsquerschnitt, Gl. (4.8), eingesetzt, wer-
den Austauscheffekte im Rahmen der Born’scher Na¨herung beru¨cksichtigt.
4.1.2 Klassische Streutheorie
In der klassischen Streutheorie werden die geladenen Stoßpartner als klassische Teilchen mit
scharfem Ort und Impuls angenommen. Schematisch ist der klassische Streuprozess zwischen









Abb. 4.1: Klassische Streuung eines Elektrons an einem positiv geladenen Ion.
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wobei der Streuwinkel ϑ aus geometrischen U¨berlegungen folgt und der Winkel ϕ durch das




db [1− cosn ϑ(b)] b , (4.12)
transformiert werden. Fu¨r hohe kinetische Energien K ≫ M ist die Na¨herung fu¨r kleine
Winkel ϑ ≪ 1 angemessen. Sie wurde von Liboff [Lib59] und Kihara [Kih59] durchgefu¨hrt























− γ − 1
]
. (4.14)
Verglichen mit der Born’schen Na¨herung, unterscheiden sich die klassischen Streuquerschnitte
von den Streuquerschnitten in Born’schen Na¨herung bei hohen Energien K ≫ M um einen
Faktor 2. Dies wurde auch von [HMS71] festgestellt und erinnert an die Streuung an harten
Kugeln, bei der ebenfalls ein Unterschied von einem Faktor 2 aufgrund der Wellennatur des
Elektrons entsteht. Im folgenden Abschnitt wird dieser Faktor 2 durch Berechnungen aus der
semiklassischen (WKB) Na¨herung gekla¨rt. So gilt fu¨r K ≫M tatsa¨chlich die asymptotische
Form der semiklassischen Na¨herung, allerdings nur solange K ≪M2. Fu¨r den Fall K ≫M2
ist die Born’sche Na¨herung gu¨ltig.
Damit ist K ≪ M2 ein weiteres wichtiges Gu¨ltigkeitskriterkium der klassischen Streu-
theorie. Fu¨r die Korrelationsfunktion bedeutet dies, dass sich das Integral u¨ber x in den
Gln. (3.121), (3.187) im Intervall x ∈ [xcut,1, xcut,2] mit xcut,1 = O(Mκ˜2) = O(Γ3/2) und
xcut,2 = O(M2κ˜2) = O(Γ2Θ) durch die klassischen Streuquerschnitte beschreiben la¨sst. Im
Grenzfall Γ≪ 1 und Γ2Θ≫ 1 (T ≪ 105 K) kann das Integral praktisch u¨ber den gesamten





























− γ − 1
]
. (4.16)
Die Integrale sind analytisch lo¨sbar, es folgt fu¨r die Korrelationsfunktionen (|Mee| =M/Z)





































Fu¨r Z = 1 und bei vollsta¨ndiger statischer Abschirmung be = bi = 1 werden die bekannten
Ergebnisse von Redmer [Red97] reproduziert. Bei Vernachla¨ssigung der Elektron-Elektron
4.1. Streuquerschnitte der Elektron-Ion und Elektron-Elektron Sto¨ße 53
Sto¨ße fu¨hrt Gl. (4.17) eingesetzt in Gl. (3.90) asymptotisch auf die Spitzer-Formel fu¨r die















mit dem Coulomb-Logarithmus aus der Spitzer-Theorie LSp, siehe auch [CSR50, SH53]. Die
Ergebnisse von Spitzer basieren auf der Lo¨sung der Boltzmann-Gleichung, in der der Stoß-
term als Diffusionsprozess behandelt wird. Gemeinsam mit dem Drift-Term wird aus der
Bolzmann-Gleichung eine Drift-Diffusions-Gleichung (Fokker-Planck Gleichung), welche nu-
merisch gelo¨st wurde [CSR50, SH53]. Die Beru¨cksichtigung von Elektron-Elektron Sto¨ßen ist
mo¨glich und wurde von Spitzer et al. durchgefu¨hrt. Der Einfluss wurde als Faktor dargestellt





0,582. Anstelle des Vorfaktors sSpei = s
RTA
ei = 1,016, der ebenfalls aus der Relaxations-
zeitna¨herung (RTA) erhalten wird, siehe [LM84], wurde eine Reduktion um fast einen Faktor
2 infolge von Elektron-Elektron Sto¨ßen gefunden sSpei+ee = 0,591.
Im Vergleich der Niederdichtegrenzfa¨lle, Gln. (4.17), (4.18), aus der klassischen Streu-
theorie (anwendbar bei Γ ≪ 1 und Γ2Θ ≫ 1) mit Gln. (3.87), (3.142) aus der Born’schen
Na¨herung (anwendbar bei κ˜2 ≪ 1 und Γ2Θ ≪ 1) fa¨llt auf, dass sie im fu¨hrenden Term
u¨bereinstimmen (L → − ln(ne)/2). Abweichungen durch Effekte starker Sto¨ße entstehen in
ho¨heren Termen, a¨hnlich wie bei der Beru¨cksichtigung der dynamischen Abschirmung, siehe
Abs. 3.4.2 und 3.5.2.
4.1.3 Wentzel-Kramers-Brillouin Methode (WKB Na¨herung)
Alternativ zur Calogero-Gleichung Gl. (3.120) ko¨nnen die Streuphasen aus der Lo¨sung der
radialen Schro¨dinger-Gleichung gewonnen werden, siehe beispielsweise [LL77, MM65].
Nach der Methode von Wentzel, Kramers und Brillouin - im Folgenden als WKB oder
semiklassische Na¨herung bezeichnet - wird die Radialwellenfunktion um ~ → 0 entwickelt.
Damit werden in dieser Na¨herung zwar Welleneigenschaften des gestreuten Elektrons weiter-
hin beru¨cksichtigt, gequantelte Gro¨ßen, wie beispielsweise die Anzahl der Bindungszusta¨nde
aus dem Levinson-Theorem gehen verloren. Grundsa¨tzlich ist die WKB Na¨herung daher fu¨r
hohe kinetische Energien verglichen mit dem Potential K & M anwendbar. Aus den um


















 dr , (4.20)












gar keine Streuung stattfindet (δℓ ≡ 0). Fu¨r große Drehimpulse ℓ≫ 1 wird diese fundamentale
Bedingung asymptotisch erfu¨llt, weswegen die WKB Na¨herung auch vor allem bei ho¨heren
Partialwellen Anwendung findet. Von Langer [Lan37] wird eine Modifikation vorgeschlagen,
die dieses Problem grundlegend behebt,
√
ℓ(ℓ+ 1) → ℓ + 12 , sodass die WKB Na¨herung
auch fu¨r kleinere Streuphasen angewandt werden kann. Langer’s Trick fu¨hrt außerdem dazu,
dass in WKB Na¨herung die Bindungsenergien eines attraktiven Coulomb-Potential korrekt
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erhalten werden. Die Streuphasen in WKB Na¨herung sind nach Langer’s Trick allgemein






















 dr , (4.21)



























 dR . (4.22)
Zuna¨chst wird der klassische Umkehrpunkt R0 ermittelt. Zu lo¨sen ist die algebraische Glei-
chung














0 . Fu¨r hohe Energien K ≫ M kann der exponentielle Term entwickelt werden
eR0 ≃ 1 − R0 und die algebraische Gleichung la¨sst sich zu einer quadratischen Gleichung









Bei festgehaltenen K und M verschiebt sich die Nullstelle R0 mit wachsendem ℓ
(1) > ℓ(2)




0 . Im Fall ℓ ≫
√
K ist der exponentiell abfallende Term
vernachla¨ssigbar, und man erha¨lt ebenfalls Gl. (4.24) fu¨r die Nullstelle. Im Fall attraktiver
Potentiale (Elektron-Ion Sto¨ße) kann Gl. (4.23) bei niedrigen kinetischen Energien K < M/5
mehrere Nullstellen besitzen. In diesen Fa¨llen ist die WKB Na¨herung nicht anwendbar.
Der Wurzelterm in Gl. (4.22) kann folgendermaßen umgeschrieben werden√














KR2 − (ℓ+ 1/2)2 . (4.25)
Nach der Entwicklung des hinteren Wurzelterms
√


































K0(x) ist die modifizierte Bessel-Funktion zweiter Art und besitzt die Eigenschaften
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Die Streuphasen wachsen zuna¨chst logarithmisch an. In dem U¨bergang von ℓ ≪ √K zu
ℓ≫ √K fallen die Streuphasen rapide ab. Ab einer Stelle ℓcut = O(
√
K) tragen sie praktisch
nichts mehr zu den Streuquerschnitten bei und ko¨nnen vernachla¨ssigt werden. Um das zu
veranschaulichen, werden die partiellen Streuquerschnitte eingefu¨hrt









sin2 [δℓ−1 − δℓ] . (4.29)


























































































































− 1ℓ = ∆ee∞ +O(x−1), wobei ∆ee∞ ≈ −0,6639.
Gln. (4.33), (4.34) stimmen asymptotisch mit der Born’schen Na¨herung Gln. (4.6), (4.8)
u¨berein. Damit wird die Gu¨ltigkeit der Born’schen Na¨herung fu¨r K ≫ M2 gestu¨tzt. Durch
Vergleich ko¨nnen die Parameter a jeweils fixiert werden aei = 0,535 und aee = 0,625. Genauer
gilt ln(aei) + ∆ei∞ = ln(2)− γ − 12 und ln(aee) + ∆ee∞ = ln(2)− γ − 54 .
Fu¨r den Fall moderater kinetischer Energien K ≫ M und K < M2 lassen sich die
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Zu bemerken ist, dass neben dem ersten Anteil auch ho¨here Entwicklungsterme der Wur-
zel, Gl. (4.25), im Fall K ≪ M2 Beitra¨ge ∝ 1/K liefern. Dennoch wird der fu¨hrende Term
ln(K/M)/2K durch den zweiten Anteil gegeben und stimmt asymptotisch mit den klas-
sischen Streuquerschnitten, Gln. (4.13), (4.14), u¨berein. Die WKB Na¨herung bietet somit
als u¨bergeordnete Na¨herung im Niederdichtegrenzfall (Γ ≪ 1) eine geeignete Interpolati-
on zwischen Born’scher Na¨herung fu¨r hohe Temperaturen (Γ2Θ ≪ 1) und der klassischen
Streutheorie fu¨r tiefe Temperaturen (Γ2Θ≫ 1).
Allerdings ist der Gu¨ltigkeitsbereich der WKB Na¨herung weitergefasst. Bereits bei klei-
neren Energien K ≈ M > 1 werden gute U¨bereinstimmungen zwischen der WKB Na¨herung
und den numerisch ermittelten Sreuphasen beobachtet, siehe Abb. 4.2 (b). Das erlaubt mit
Hilfe der WKB Na¨herung weitere Analysen der Streuquerschnitte durchzufu¨hren. Numerische
Berechnungen in dieser Arbeit ergaben ein globales Maximum der Streuquerschnitte bei
QeiT,max(K,M & 8) ≈ QeiT(K = 0,25M,M ≥ 8) ≈ 0,8/M , (4.41)
Qeev,max(K,M & 8) ≈ Qeev (K =M,M ≥ 8) ≈ 0,19/(M + 1) . (4.42)
Unter Beachtung dieses Resultats und der zuvor berechneten Grenzfa¨lle werden im na¨chsten
Abschnitt Interpolationsformeln fu¨r den Elektron-Ion Transportquerschnitt und den Elektron-
Elektron Viskosita¨tsquerschnitt angegeben.
4.1.4 Fitformeln und Vergleich mit numerischen Daten
Zur vereinfachten Handhabung der T-Matrix Na¨herung erweisen sich analytische Formeln fu¨r
Streuphasen oder gar fu¨r die Streuquerschnitte als hilfreich. Dazu werden zuna¨chst numeri-
sche Ergebnisse der Streuphasen mit den Formeln aus der Born’schen Na¨herung, Gl. (4.10),
und der WKB Na¨herung, Gl. (4.22), verglichen. Anschließend werden die Verla¨ufe der Trans-
portquerschnitte fu¨r verschiedene Sta¨rken des Potentials Mec analysiert und mit Fitformeln
verglichen.
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In Abb. 4.2 sind dazu Streuphasenrechnungen fu¨r ein schwaches Potential (M = ±0,1)
und fu¨r ein starkes Debye-Potential (M = ±10) gezeigt. Bei hohen Energien und ho¨heren
Drehimpulsquantenzahlen ℓ sind die Streuphasen klein und werden sowohl durch die WKB
Na¨herung als auch durch die Born’schen Na¨herung gut beschrieben. Beide Na¨herungen gehen
ineinander u¨ber.
Bei schwachen Potential ist eine Symmetrie der Streuphasen fu¨r attraktive (M > 0) und
repulsive Potentiale (M < 0) zu erkennen. Schwache Sto¨ße werden wie erwartet entsprechend
der symmetrischen Born’schen Na¨herung beschrieben. Durch die WKB Na¨herung kann le-
diglich der qualitative Verlauf der Streuphasen verstanden werden. Hingegen bei starken
Potentialen eignet sich die WKB Na¨herung im Rahmen ihrer Auswertbarkeit (K > M/5), da
Bindungszusta¨nde bedingt durch das Levinson Theorem nicht reproduziert werden ko¨nnen.
In der Born’schen Na¨herung werden ebenfalls keine Bindungszusta¨nde beru¨cksichtigt, fu¨r die
Born’schen Streuphasen gilt stets δℓ(0) = 0.


















































Abb. 4.2: Elektron-Ion und Elektron-Elektron Streuphasen δℓ fu¨r ℓ = 0; 1; 2 fu¨r ein (a): schwa-
ches (|M | = 0,1) und (b) starkes (|M | = 10) Debye-Potential. Numerische Ergeb-
nisse (+) werden mit den Formeln der Born’schen Na¨herung (blau), Gl. (4.10), und
der WKB Na¨herung (rot), Gl. (4.22), verglichen.
Die Bindungszusta¨nde beeinflussen den Transportquerschnitt strukturell. Abb. 4.3 zeigt
den skalierten Transportquerschnitt der Elektron-Ion Sto¨ße. Fu¨r schwache Potentiale 0 <
M < 1,7 steigt der skalierte Transportquerschnitt an, siehe Abb. 4.3 (a). Bei etwa M ≈ 1,7
bildet sich der 1s-Zustand. Dieser bewirkt ein Absenken fu¨r M > 1,7, welches zuna¨chst
regula¨r erfolgt, siehe Abb. 4.3 (b). Allerdings fu¨hrt der Aufbau des 2s-Zustandes bei et-
wa M = 6,45 zur Auspra¨gung einer Schulter im skalierten Transportquerschnitt. Diese und
weitere Bindungszusta¨nde bilden fu¨r kleine Energien (K ≪ M) Strukturen im Transport-
querschnitt aus, siehe Abb. 4.3 (b). Fu¨r die Korrelationsfunktionen sind sie vor allem bei
tiefen Temperaturen T < 104 K von Interesse. Fu¨r die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen in
Plasmasystemen spielen sie eine untergeordnete Rolle. Damit ko¨nnen vereinfachte Fitformeln
konstruiert werden, die derartige Strukturen nicht erfassen. Fu¨r den skalierten Elektron-Ion
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+ qei(K,M) , (4.45)
qei(K,M) = 0,50K + 2,4
√
KM . (4.46)
Die Fitformel a¨hnelt in ihrem Aufbau der Born’schen Na¨herung, Gl. (4.6). In der Konstruktion
der Korrekturen g(K,M) und h(K,M) wurde die Nichtnegativita¨t sichergestellt. Die im
vorigen Abschnitt diskutierten Grenzfa¨lle der WKB Na¨herung werden reproduziert.











































































Abb. 4.3: Skalierter Elektron-Ion Transportquerschnitt QeiT fu¨r verschiedene Potentialsta¨rken
M = 2Z/(κa0). Numerische Resultate der T-Matrix werden mit Fitformeln aus die-
ser Arbeit, Gl. (4.43), von Ro¨pke und Redmer [RR89] und Sigeneger et al. [SAR+88]
verglichen.
In den Abb. 4.3 (c),(d) wird die vorgeschlagene Fitformel mit numerischen T-Matrix
Rechnungen sowie anderen Fitformeln von Ro¨pke und Redmer [RR89] und Sigeneger et al.
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[SAR+88] verglichen. Die numerischen Rechnungen erfolgten fu¨r M < 100 durch Lo¨sen der
Calogero-Gleichung mittels Runge-Kutta Verfahren, sowie dem Lo¨sen der radialen Schro¨dinger-
Gleichung mit dem Numerov Verfahren, siehe [SAR+88], fu¨r M > 100 wurde die WKB
Na¨herung benutzt. Mit der vorgeschlagenen Fitformel, Gl. (4.43), lassen sich die numerischen
Transportquerschnitte sehr gut approximieren. Gute U¨bereinstimmungen sind teilweise auch
mit der Fitformel von Ro¨pke und Redmer [RR89] zu finden. Die Formel von Sigeneger et
al. [SAR+88] ist fu¨r die Beschreibung des Elektron-Ion Transportquerschnittes weniger gut
geeignet. Verbesserungen der vorgeschlagenen Fitformel sind vor allem bei kleineren Energi-
en erforderlich. So besteht beispielsweise die Mo¨glichkeit den Einfluss der Bindungszusta¨nde
detaillierter zu analysieren und besser zu beru¨cksichtigen. Vor allem fu¨r starke Potentiale
(M > 100) sind sorgfa¨ltige numerische Auswertungen vor allem fu¨r kleinere Energien no¨tig,
in denen eine Berechnung der Streuphasen durch die WKB Na¨herung nicht mo¨glich ist.






























































































Abb. 4.4: Skalierter Elektron-Elektron Viskosita¨tsquerschnitt Qeev fu¨r verschiedene Potenti-
alsta¨rken Mee = −1/(κa0). Numerische Resultate der T-Matrix werden mit Fitfor-
meln aus dieser Arbeit, Gl. (4.47), und von Ro¨pke und Redmer [RR89] verglichen.
Da fu¨r repulsive Potentiale (Mee < 0) keine Bindungszusta¨nde vorliegen, ist fu¨r alle Ab-
schirmparameter ein regula¨res Verhalten beobachtbar, siehe Abb. 4.4 (a). Damit vereinfacht
sich die Analyse gegenu¨ber den Elektron-Ion Sto¨ßen drastisch, und die folgende Fitformel fu¨r
den (skalierten) Viskosita¨tsquerschnitt der Elektron-Elektron Sto¨ße, anwendbar fu¨r beliebige
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+ 1 + qee(K,Mee) , (4.48)
hee(K,Mee) = 0,20M
2
ee + |Mee|+ 1 + qee(K,Mee) , (4.49)
qee(K,Mee) = 0,10K + 0,65
√
K(|Mee|+ 10) . (4.50)
Wie schon die Fitformel des Elektron-Ion Transportquerschnitts, Gl. (4.43), a¨hnelt auch die-
se Fitformel in ihrem Aufbau der Born’schen Na¨herung, Gl. (4.6). In der Konstruktion der
Korrekturen g(K,M) und h(K,M) wurde die Nichtnegativita¨t sichergestellt. Numerische
Berechnungen, die insbesondere den U¨bergang in die Born’sche Na¨herung (M → 0 ) zei-
gen, wurden dabei ebenso beru¨cksichtigt, wie die Grenzfa¨lle der WKB Na¨herung bei starken
Potentialen, siehe Abs. 4.1.3.
In Abb. 4.4 (b)-(d) wird die vorgeschlagene Fitformel mit numerisch berechneten T-
Matrix Rechnungen und der Fitformel von Ro¨pke und Redmer [RR89] verglichen. Sehr gute
U¨bereinstimmungen ko¨nnen mit der vorgeschlagenen Fitformel erzielt werden, die Fitformel
von Ro¨pke und Redmer zeigt starke Abweichungen, die mo¨glicherweise auf die Behandlung
des Austauschterms zuru¨ckzufu¨hren sind, der fu¨r die Elektron-Elektron Sto¨ße eine wesentliche
Rolle spielt. Auch fu¨r die vorgeschlagene Fitformel sind Verbesserungen bei kleinen Energien
(K ≪ M) bei starken Potentialen (|Mee| > 100) denkbar. Dazu sind allerdings weitere
sorgfa¨ltige numerische Auswertungen jenseits der WKB Na¨herung erforderlich.
Mit Hilfe der berechneten Elektron-Ion Transportquerschnitte und Elektron-Elektron Vis-
kosita¨tsquerschnitte ist die Analyse von Transportgro¨ßen mo¨glich. Speziell die Fragestellung
nach dem Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ße auf die elektrische Leitfa¨higkeit wird im
na¨chsten Abschnitt aufgegriffen und fu¨r beliebige Entartungsparameter Θ und Ionenladungen
Z in einem großen Temperaturbereich T = 103 − 108 K untersucht.
4.2 Einfluss der Elektron-Elektron-Sto¨ße auf Transporteigenschaften
vollsta¨ndig ionisierter Plasmen
Die Frage nach dem Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ßen auf Transporteigenschaften wie der
elektrischen Leitfa¨higkeit bescha¨ftigt die theoretischen Physiker seit mehreren Jahrzehnten.
In verschiedenen Arbeit von Spitzer et al. [CSR50, SH53] wird ausgehend von der Boltzmann-
Gleichung der Stoßterm als Diffusionsprozess behandelt. Es entsteht eine Fokker-Planck Glei-
chung, die sowohl Elektron-Ion als auch Elektron-Elektron Sto¨ße entha¨lt. Der Vergleich lie-
ferte schließlich einen faktoriellen Unterschied zwischen der Lorentz-Leitfa¨higkeit σei (ohne
Elektron-Elektron Sto¨ße) und der totalen Leitfa¨higkeit
σei+ee = RSpitzeree σ
ei , (4.51)
wobei RSpitzeree einen Korrekturfaktor nach Spitzer darstellt. Er kann auf Berechnungen ange-
wandt werden, die Elektron-Elektron Sto¨ße grundsa¨tzlich vernachla¨ssigen, wie beispielsweise
die einfach handhabbare Relaxationszeitna¨herung. So stellten beispielsweise Lee und More
[LM84] eine einfache Lo¨sung der Boltzmann-Gleichung u¨ber die Relaxationszeitna¨herung vor,
und konnten wesentliche Ergebnisse von Spitzer wie die Vorfaktoren der Transportgro¨ßen fu¨r
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das Modell des Lorentz-Plasmas reproduzieren. Umgekehrt bietet der Korrekturfaktor auch
Experimentatoren die Mo¨glichkeit, gemessene Daten mit einfachen Modellen zu vergleichen.
Die Spitzer-Theorie sowie auch die Relaxationszeitna¨herung nach Lee und More beschrei-
ben lediglich die Transportgro¨ßen im Niederdichtegrenzfall. Im hochentarteten Grenzfall
Θ ≪ 1 fu¨hrt die Relaxationszeitna¨herung auf die sogenannte Ziman-Formel. Obwohl die
Ziman-Formel als Relaxationszeitna¨herung Elektron-Elektron Sto¨ße vernachla¨ssigt, ist sie
bei der Beschreibung der elektrischen Leitfa¨higkeit dichter Systeme wie z.B. bei flu¨ssigen
Metallen [RRR+92] oder Weißen Zwergen und Neutronensternen [FI76] erfolgreich. Die na-
heliegende Interpretation, dass fu¨r entartete Systeme die Elektron-Elektron Sto¨ße keine Rolle
spielen, fu¨hrt auf verschiedene empirische Ansa¨tze, den Korrekturfaktor dichte- und tempe-
raturabha¨ngig durch den Entartungsparameter Θ(n, T ) darzustellen. So wurde von Stygar et
al. [SGF02] (Z = 1)
RStygaree (Θ) = 0,582 +
0,418




der Korrekturfaktor aus Vergleich mit der LRT angefittet. Fortov et al. [FTZ+03] schlagen
die folgende Fitformel vor (Z = 1)




Die Annahme, den Korrekturfaktor durch den Entartungsparameter darzustellen, wird im
Rahmen des quantenstatistischen Zugangs in Abs. 4.2.2 u¨berpru¨ft. Da die Frage nach der Re-
levanz der Elektron-Elektron Sto¨ße mit jener der ho¨heren Momente einhergeht, siehe Abs. 3.5,
wird zuvor in Abs. 4.2.1 der Einfluss ho¨herer Momente fu¨r beliebige Ionenladungen Z im Nie-
derdichtegrenzfall untersucht. Dichteabha¨ngige Berechnungen fu¨r das Modell des vollsta¨ndig
ionisierten Wasserstoffs Z = 1 werden in Abs. 4.2.3 mit MD Simulationen verglichen.
4.2.1 Der Einfluss ho¨herer Momente
In dem Zugang der Linearen-Response Theorie entspricht die Ein-Moment Na¨herung der
Ziman-Formel aus der kinetischen Theorie. Sie setzt allerdings eine Gleichgewichtsverteilung
der Elektronen voraus (Fermi-Verteilung). Allerdings hemmt der Elektron-Ion Stoßprozess
nicht nur die Ladungstra¨ger des elektrischen Stromes, sondern a¨ndert (deformiert) ihre Ver-
teilung. In der kinetischen Theorie kann dies durch eine Entwicklung der Verteilungsfunktion
nach einem orthonormalen Funktionssystem z.B. nach Sonine-Polynomen [CC53, SF58] oder
Hermiteschen Polynomen [Gra58] erfolgen. In der Lineraren-Response Theorie wird dies im
Rahmen der Mehr-Momenten Na¨herung erzielt. In der Mehr-Momenten Na¨herung ist zudem
eine explizite Beru¨cksichtigung der Elektron-Elektron Sto¨ße mo¨glich.
Die Deformation der Verteilungsfunktion wirkt sich im Niederdichtegrenzfall als ein von
der Temperatur unabha¨ngiger Faktor aus. Durch die Beru¨cksichtigung ho¨herer Momente wird
eine Konvergenz zu diesem Faktor gezeigt. Werden Elektron-Elektron-Sto¨ße vernachla¨ssigt,
so ist der Faktor, sobald das 4. Moment beru¨cksichtigt wird, konvergiert. Doch bereits mit
dem 3. Moment sind die Abweichungen unter 5%, siehe Tab. 4.1.
In [HRRW84] wurde vereinfacht angenommen, dass sich die Elektron-Elektron Korrelati-
onsfunktionen auf gleiche Weise auswerten lassen, wie die Elektron-Ion Korrelationsfunktio-
nen. Fu¨r die Sa¨tze ungeradzahliger Momente des Energietransports, {P1,P3,P5...}, wurden
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genauere Auswertungen der Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen durchgefu¨hrt, siehe
[RRT89]; eine Korrektur bei Beru¨cksichtigung geradzahliger Momente blieb bislang aus. Eine
wesentliche Schwierigkeit ist dabei, dass die f eell′ -Terme bei entsprechenden Korrelationsfunk-
tionen keine fu¨r die Auswertung des Dreifach-Integrals einfachen Polynome liefern. In dieser
Arbeit ist erstmals eine Auswertung gelungen, siehe Abs. 3.5.1. Hierfu¨r sind die f eell′ -Terme fu¨r
die Berechnung des Niederdichtegrenzfalls in eine Taylor-Reihe um Q = 0 entwickelt worden.
Dieser langwellige Grenzfall wird durch den Mittelwertsatz der Integralrechnung gestu¨tzt,
siehe Abs. 3.5.1 und 3.5.2.
Tab. 4.1: Vorfaktoren der elektrischen Leitfa¨higkeit s, der Thermokraft a und der Wa¨r-
meleitfa¨higkeit L im Niederdichtegrenzfall des vollsta¨ndig ionisierten Wasserstoffs
(Z = 1) bei Vernachla¨ssigung (ei) und Beru¨cksichtigung der Elektron-Elektron
Sto¨ße (ei + ee).
sei sei+ee aei aei+ee Lei Lei+ee
Kinetische Theorie
Fokker-Planck-Gleichung [SH53] 1,0159 0,5908 1,5000 0,7033 4,0000 1,6218
Relaxationszeitna¨herung [LM84] 1,0159 - 1,5000 - 4,0000 -
Grad’s 13-Momente [Gra58] 0,972 0,578 1,154 0,804 3,678 1,621
Kohlers Variationsverfahren [App61] 1,01 0,58 1,52 0,72 3,84 1,64
Lineare-Response-Theorie
Ein-Moment P1 [HRRW84] 0,2992 0,2992 - - - -
Sa¨tze ungerader Momente {Pl}
l ∈ {1; 3} [RRT89] 0,9724 0,5781 1,1538 0,8040 0,5917 0,6936
l ∈ {1; 3; 5} [RRT89] 1,0145 0,5834 1,5207 0,7110 3,6781 1,6215
l ∈ {1; 3; 5; 7} [RRT89] 1,0157 0,5875 1,5017 0,7139 3,9876 1,6113
l ∈ {1; 3; 5; 7; 9} [RRT89] 1,0158 0,5892 1,5004 0,7093 3,9978 1,6140
l ∈ {1; 3; 5; 7; 9; 11} [KRRR13] 1,0159 0,5900 1,5001 0,7067 3,9993 1,6167
Sa¨tze ganzer Momente {Pl}
l ∈ {1; 2} 0,8322 0,5855 - - - -
l ∈ {1; 2; 3} 1,0077 0,5903 1,3818 0,6846 2,0027 1,3515
l ∈ {1; 2; 3; 4} 1,0159 0,5910 1,5000 0,7007 3,7055 1,5806
l ∈ {1; 2; 3; 4; 5} 1,0159 0,5911 1,5000 0,7035 3,9946 1,6181
l ∈ {1; 2; 3; 4; 5; 6} 1,0159 0,5911 1,5000 0,7030 4,0000 1,6210
Sa¨tze ausgewa¨hlter Momente {Pl}
l ∈ {1; 3; 4} 1,0159 0,5857 1,5000 0,6947 3,2464 1,5908
l ∈ {1; 3; 6} 1,0110 0,5816 1,5195 0,7287 3,9412 1,6046
l ∈ {1; 2; 3; 6} 1,0151 0,5911 1,5031 0,7032 3,9907 1,6191
l ∈ {1; 3; 4; 6} 1,0159 0,5896 1,5000 0,7091 4,0000 1,6112
l ∈ {1; 2; 3; 4; 6} 1,0159 0,5911 1,5000 0,7033 4,0000 1,6205
Die Werte fu¨r die Sta¨rke der Korrelationsfunktionen Beell′ sind in Tab. 3.1 angegeben. Mit
Hilfe dieser Werte ist die Berechnung der dimensionslosen Vorfaktoren der Transportgro¨ßen
mo¨glich. Ergebnisse fu¨r das vollsta¨ndig ionisierte Wasserstoffplasma (Z = 1) sind in Tab. 4.1
dargestellt. Hierbei werden bekannte Resultate aus der Kinetischen Theorie mit dem Zugang
der Linearen-Response-Theorie verglichen, in der wiederum verschiedene Sa¨tze von relevanten
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Observablen betrachtet wurden. Grundsa¨tzlich ist eine gute U¨bereinstimmung zwischen Kine-
tischer Theorie und der Linearen-Response-Theorie zu erkennen. Speziell in der 3-Momenten-
Na¨herung liegen Abweichungen unterhalb von 3% vor, fu¨r die elektrische Leitfa¨higkeit sogar
schon in einer Zwei-Momenten-Na¨herung. Wie in Abs. 3.4.1 bereits gezeigt, und von Ho¨hne
et al. [HRRW84] diskutiert, ko¨nnen unter Einbeziehung des vierten Moments konvergier-
te (exakte) Werte des Vorfaktors der elektrischen Leitfa¨higkeit und der Thermokraft fu¨r
das Lorentz-Plasma (ohne ee-Sto¨ße) gefunden werden. Die zusa¨tzliche Beru¨cksichtigung des
sechsten Momentes liefert den konvergierten (exakten) Wert fu¨r die Lorentz-Zahl Lei = 4.
Bei der Beru¨cksichtigung von Elektron-Elektron Sto¨ßen ist unter Einbeziehung des zweiten
Moments eine deutlich schnellere Konvergenz sichtbar. Da anders als bei den Elektron-Ion
Korrelationsfunktionen bisher kein systematisches Verhalten der Elektron-Elektron Korrela-
tionsfunktionen in l und l′, insbesondere fu¨r Beell′ , angegeben werden kann, sind Berechnungen
exakter Werte fu¨r die Vorfaktoren der Transportgro¨ßen unter Beru¨cksichtigung der Elektron-
Elektron Sto¨ße bislang nicht mo¨glich. Somit ha¨ngen die Ergebnisse, wenn auch nur schwach,
vom Satz der relevanten Observablen ab.
In Abb. 4.5 ist die explizite Abha¨ngigkeit der Vorfaktoren von der Ionenladung Z darge-
stellt. Durch den kontinuierlichen Verlauf ko¨nnen partiell ionisierte Systeme u¨ber eine effek-
tive Ladungszahl Z beru¨cksichtigt werden. Neben den Ergebnissen der Kinetischen Theorie
sind die Ergebnisse verschiedener Sa¨tze ausgewa¨hlter Momente als relevante Observablen ge-
zeigt. Im Detail wurden neben dem ersten Moment (Gesamtimpuls P1) die Zunahme ho¨herer
Momente untersucht. Eine rasche Konvergenz ist festzustellen, die die Betrachtung eines end-
lichen Satzes relevanter Observablen rechtfertigt. Fu¨r die Vorfaktoren des thermoelektrischen
Transports ko¨nnen bereits in der Drei-Momenten Na¨herung sehr gute U¨bereinstimmungen
mit den Rechnungen von Spitzer erzielt werden. Korrekturen zur Vier-Momenten Na¨herung
sind fu¨r die elektrische Leitfa¨higkeit und fu¨r die Thermokraft kaum sichtbar. Auch fu¨r die
Lorentz-Zahl sind Abweichungen klein, wenn neben dem ersten und dritten Moment das
sechste Moment hinzu genommen wird.
In Abb. 4.5 (b) sind die Abweichungen der elektrischen Leitfa¨higkeitsvorfaktoren berech-
net in Zwei-Momenten Na¨herung s
(2)
cl mit Rechnungen aus einer Sechs-Momenten Na¨herung
s
(6)









Es erscheint, dass das zweite Moment P2 fu¨r kleine Ladungszahlen Z < 3 und das vierte
Moment P4 fu¨r große Ladungszahlen Z ≥ 3 geeignet sind. Das dritte Moment (Wa¨rmestrom
P3) eignet sich hingegen durchweg, Fehler < 6%, fu¨r die Beschreibung der elektrischen
Leitfa¨higkeit. Es wird daher in den spa¨teren Kapiteln in einer Zwei-Momenten Na¨herung
mit dem Gesamtimpuls P1 und dem Wa¨rmestrom P3 als relevante Observablen gearbeitet.
Die Abb. 4.5 (d) und (f) zeigen analog zu Abb. 4.5 (b) die Abweichungen der Vorfaktoren
der Thermokraft und der Lorentz-Zahl. ∆acl und ∆Lcl sind analog zu Gl. (4.54) definiert.
Da die Zwei-Momenten Na¨herung allerdings nicht ausreichend ist, vgl. mit Abb. 4.5 (c) und
(e), werden Sa¨tze der Drei-Momenten Na¨herung angeschaut. Die Drei-Momenten Na¨herung
stellt eine deutliche Verbesserung zur Zwei-Momenten Na¨herung dar. Fu¨r das ungerade Mo-
ment P5 liegen die Abweichungen unterhalb von 5% bei dem Vorfaktor der Thermokraft
und bei bis zu 8% bei der Lorentz-Zahl. Die ungeraden Momente sind insofern von Interesse,
da sich die entsprechenden Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen bislang als Einzige fu¨r
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beliebige Dichten auswerten lassen. Trotzdem fa¨llt besonders das sechste Moment P6 auf.
Einerseits liefert es gemeinsam mit dem vierten Moment den exakten Wert der Lorentz-Zahl
bei Vernachla¨ssigung der Elektron-Elektron Sto¨ße, siehe Abs. 3.4.1, und andererseits sind
auch mit Elektron-Elektron Sto¨ßen (sogar ohne das vierte Moment) die Abweichungen zur
Lorentz-Zahl unterhalb von 4%.











KT:   Spitzer
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LRT: P1
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(a) Vorfaktor der elektrischen Leitfa¨higkeit s.

























(b) Gu¨te ∆scl der Zwei-Momenten Na¨herung.














KT:   Spitzer
KT:   RTA
LRT: P1, P3
LRT: P1, P3, P4
LRT: P1, P3, P6
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(c) Vorfaktor der Thermokraft a.


























(d) Gu¨te ∆acl der Drei-Momenten Na¨herung.















KT:   Spitzer
KT:   RTA
LRT: P1, P3
LRT: P1, P3, P4
LRT: P1, P3, P6
LRT: P1, P3, P4, P6
(e) Lorentz-Zahl der Wa¨rmeleitfa¨higkeit L.


























(f) Gu¨te ∆Lcl der Drei-Momenten Na¨herung.
Abb. 4.5: Vorfaktoren des thermoelektrischen Transports im Niederdichtegrenzfall in Ab-
ha¨ngigkeit der Ionenladung Z. Ergebnisse aus der Linearen-Response Theorie wer-
den im Rahmen einer Mehr-Momenten Na¨herung mit Resultaten der Kinetischen
Theorie verglichen.
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In den Abb. 4.5 (a), (c) und (e) zeigt sich weiterhin deutlich, dass fu¨r Plasmen mit
hoher Ionenladung Z ≫ 1, z.B. staubige Plasmen, das Modell des Lorentz-Plasmas (Rela-
xationszeitna¨herung) die Transporteigenschaften angemessen beschreibt. Bereits von Spitzer
ermittelt [SH53], sinkt der Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ße fu¨r Z ≫ 1. Umgekehrt fa¨llt
ein interessanter Aspekt fu¨r die elektrische Leitfa¨higkeit partiell schwach ionisierter Plas-
men (Z ≪ 1), z.B. Edelgasplasmen, auf: Die Ein-Moment Na¨herung der Linearen-Response-
Theorie, a¨quivalent zur Ziman-Formel der Kinetischen Theorie, beschreibt bereits den Trans-
port schwach ionisierter Plasmen angemessen. Eine Korrektur durch ho¨here Momente ist in
diesem Fall nicht notwendig. Schwache Ionisationsgrade, repra¨sentiert durch Z ≪ 1, haben ei-
ne kleine freie Elektronendichte zur Folge. Dennoch ist speziell fu¨r die elektrische Leitfa¨higkeit
die Ziman-Formel, original entwickelt fu¨r Festko¨rper, der Brooks-Herring Formel, eine expli-
zite Niederdichteentwicklung, vorzuziehen. Obwohl auch die Ziman-Formel keine Elektron-
Elektron Sto¨ße explizit entha¨lt, erfasst sie den Effekt der Elektron-Elektron Sto¨ße im Fall
Z ≪ 1 vollsta¨ndig. Die Ursache liegt hierbei bei der Deformation der Verteilungsfunktion.
Elektron-Ion Sto¨ße deformieren die Verteilungsfunktion der Elektronen. Die A¨quilibrierung
infolge von Elektron-Elektron Sto¨ßen wirkt der Deformation entgegen, vgl. Tab. 4.1. Beide
Stoßprozesse finden auf verschiedenen Zeitskalen statt, etwa τei/τee ∝ ne(e2)2/ni(Ze2)2 = 1/Z
bzw. deell′/d
ei
ll′ ∝ 1/Z (l, l′ 6= 1). Fu¨r Z ≫ 1 ko¨nnen die Elektron-Elektron Sto¨ße die vergleichs-
weise starken Elektron-Ion Sto¨ße nicht ausgleichen, die Brooks-Herring Formel ist gu¨ltig;
fu¨r Z ≪ 1 sind Elektron-Elektron Sto¨ße vergleichsweise ha¨ufiger, die Deformation durch
Elektron-Ion Sto¨ße wird vollsta¨ndig kompensiert, der Transport la¨sst sich u¨ber die idea-
le Fermi-Verteilung beschreiben und die Ziman-Formel bekommt Gu¨ltigkeit. Die Elektron-
Elektron Sto¨ße nehmen daher trotz Impulserhaltung indirekt Einfluss auf Transporteigen-
schaften. In Abs. 5.2 wird dieser Effekt auch im PIP Modell beobachtet.
Im na¨chsten Abschnitt wird die elektrische Leitfa¨higkeit betrachtet. Der Einfluss der
Elektron-Elektron Sto¨ße sowie der ho¨heren Momente wird in Abha¨ngigkeit von Dichte und
Temperatur untersucht. Beide Effekte lassen sich kompakt u¨ber das Konzept der Renormie-
rungsfunktion quantifizieren.
4.2.2 Das Konzept der Renormierungsfunktion und der Korrekturfaktor fu¨r die
elektrische Leitfa¨higkeit
Der Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ße auf Transportgro¨ßen geht stets mit dem Einfluss
ho¨herer Momente einher. So wurde bereits erwa¨hnt, dass im Rahmen einer Ein-Moment
Na¨herung Elektron-Elektron-Sto¨ße aufgrund der Impulserhaltung nicht beru¨cksichtigt werden
ko¨nnen. Ausgehend von einer Ein-Moment Na¨herung soll eine Funktion eingefu¨hrt werden,
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Die Renormierungsfunktion ist ein Maß fu¨r den Einfluss ho¨herer Momente (durch Deforma-
tion der Verteilungsfunktion) auf die elektrische Leitfa¨higkeit. Die inverse Renormierungs-
funktion (r(Γ,Θ))−1 kann daher als eine faktorielle Korrektur der Ziman-Formel angesehen
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werden. Speziell in der Zwei-Momenten Na¨herung, mit Gesamtimpuls P1 und Wa¨rmestrom










Da Elektron-Elektron Sto¨ße in den Korrelationsfunktionen einen additiven Beitrag liefern,
ko¨nnen Renormierungsfunktionen mit und ohne Elektron-Elektron-Sto¨ße betrachtet werden.
Dies ero¨ffnet die Mo¨glichkeit eines direkten Vergleichs und quantifiziert ihren Einfluss auf die
elektrische Leitfa¨higkeit in Form eines von Dichte und Temperatur abha¨ngigen Korrekturfak-
tors.




In der kinetischen Theorie ist die Relaxationszeitna¨herung eine ha¨ufig verwendetete Me-
thode zur Berechnung der elektrischen Leitfa¨higkeit. In dieser Na¨herung werden Elektron-
Elektron-Sto¨ße grundsa¨tzlich vernachla¨ssigt. Um Elektron-Elektron-Sto¨ße einzubeziehen ist
die Verwendung des Korrekturfaktors mo¨glich. Ebenfalls kann er zur Extraktion der Lorentz-
Leitfa¨higkeit bei Experimenten dienen, sofern das Modell des vollsta¨ndig ionisiertes Plasmas
angenommen werden kann.
In Born’scher Na¨herung wurde der Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ße auf die statische
Leitfa¨higkeit fu¨r beliebige Dichten von Reinholz et al. [RRRR15] durchgefu¨hrt. Betrachtet
wurde ein statisch abgeschirmtes Coulomb-Potential, indem sowohl Elektronen als auch Io-
nen vollsta¨ndig zum Abschirmparameter beitragen κ2 = κ2e + κ
2
i . Austauschterme wurden
vernachla¨ssigt. Im nichtentarteten Grenzfall (κ˜2
≪1→ 1+Z2 ζ, siehe Gl. (3.78)) folgt fu¨r die Kor-


































































2 + Z)] und B = 3[
√
2Z(67 + 39 ln 2) + 56]/[13(
√
2 + Z)]2. Fu¨r Z =
1 ist A = 0,405 und B = 0,576. Eine Interpolationsformel fu¨r einen weiten Dichte- und
Temperaturbereich wurde in [RRRR15] angegeben. Eine deutlich einfachere Darstellung mit
a¨hnlich guter Qualita¨t ist















Diese einfache Interpolationsformel kann bereits fu¨r grobe Abscha¨tzungen verwendet werden.
Verbesserungen sind mo¨glich durch die Beru¨cksichtitung der dynamischen Abschirmung, des
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Austauschterms und der starken Sto¨ße (T-Matrix). Besonders der Effekt der dynamischen Ab-
schirmung wurde in den letzten Jahren versta¨rkt von Karakhtanov et al. [KRRR13, Kar16]
diskutiert. In [Kar16] wurde das asymptotische Verhalten des Korrekturfaktors im Niederdich-
tegrenzfall unter Einbeziehung der dynamischen Abschirmung untersucht. Die asymptotische
Formel von Karakhtanov lautet fu¨r Z = 1 [Kar16]:









Kleinere Abweichungen im fu¨hrenden Term zu Gl. (4.62) liegen darin begru¨ndet, dass Ka-
rakhtanov [Kar16] eine 6-Momenten Na¨herung durchfu¨hrte und somit den Spitzer-Grenzwert
besser erreicht. Die Abweichungen im logarithmischen Term sind maßgeblich durch die Ab-
schirmung gegeben.
















T = 106 K
Z = 1
Born’sche Näherung
Abb. 4.6: Korrekturfaktor Ree in Abha¨ngigkeit vom Entartungsparameter Θ bei T = 10
6 K.
In Born’scher Na¨herung werden Abschirmeffekte: statisch klassisch ~ → 0 (Strich-
Punkt-Punkt Linie), statisch langwellig q → 0 (gestrichelt) sowie dynamisch (durch-
gezogen) und der Einfluss des Austauschterms (rot) dargestellt. Der Grenzwert von
Spitzer [SH53] (gepunktet) sowie die Asymptote von Karakhtanov [Kar16] (Strich-
Punkt-Linie) sind angegeben.
Abb. 4.6 zeigt den Korrekturfaktor in Abha¨ngigkeit vom Entartungsparameter fu¨r T =
106 K in Born’scher Na¨herung unter Beru¨cksichtigung der Effekte der dynamischen Ab-
schirmung und des Austauschterms. Es wurde zudem zwischen zwei Formen der statischen
Abschirmung ω → 0 unterschieden: dem semiklassischen Grenzfall ~→ 0 mit κ2 → κ2e + κ2i ,
siehe [RRRR15], und dem langwelligen Grenzfall q → 0 mit κ2 → κ2e + κ2i fu¨r Elektron-Ion
und κ2 → κ2e fu¨r Elektron-Elektron Sto¨ße. Bei alleiniger Beru¨cksichtigung der dynamischen
Abschirmung sind gute U¨bereinstimmungen mit den Asymptoten von Karakhtanov [Kar16]
zu erkennen. Dennoch ist festzustellen, dass der Niederdichtegrenzfall, beschrieben durch zwei
Entwicklungsterme, erst bei hohen Entartungsparametern Θ > 103 (entspricht bei T = 106 K:
ne < 10
20cm−3 und Γ < 0,01) erreicht wird.
Verglichen mit der dynamischen Abschirmung in Abs. 3.5.2 werden die Elektron-Elektron
Korrelationsfunktionen im statischen Fall unterscha¨tzt. Daher folgt fu¨r die dynamische Ab-
schirmung ein vergleichsweise niedrigerer Korrekturfaktor. Allerdings fu¨hrt wiederum der
68 4. Transporteigenschaften vollsta¨ndig ionisierter Plasmen
Austauschterm zu einer Erho¨hung des Korrekturfaktors. Bezogen auf den statischen langwel-
ligen Grenzfall ω → 0, q → 0 kompensieren sich beide Effekte teilweise.


















































































Abb. 4.7: Korrekturfaktor in der Dichte-Temperatur Ebene fu¨r Z = 1. Ergebnisse der
Born’schen Na¨herung (a) sind T-Matrix Rechnungen (b) gegebenu¨bergestellt.
Um den Einfluss starker Sto¨ße zu untersuchen, wurden T-Matrix Rechnungen durch-
gefu¨hrt. Abb. 4.7 stellt die Born’sche Na¨herung und die T-Matrix Na¨herung gegebenu¨ber. In
der Born’schen Na¨herung Abb. 4.7 (a) ist ein relativ einfacher Zusammenhang zwischen dem
Korrekturfaktor von Dichte und Temperatur erkennbar. So la¨sst sich der Korrekturfaktor
durch einen Parameter (ζ) darstellen. Ein komplizierteres Bild liefert die T-Matrix Na¨herung
Abb. 4.7 (b). So ist vor allem bei niedrigeren Temperaturen Γ2Θ ≪ 1 eine Abha¨ngigkeit
vom Parameter Γ a¨hnlich wie bei den Korrelationsfunktionen, siehe beispielsweise Abs. 4.1.2,
erkennbar. Fu¨r hohe Temperaturen wie auch bei hohen Dichten geht die T-Matrix Na¨herung
in die Born’sche Na¨herung u¨ber. Der Effekt starker Sto¨ße reicht demnach bei tiefen Tempe-
raturen von du¨nnen Plasmen bishin zur Warmen Dichten Materie (WDM).
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Abb. 4.8: Korrekturfaktor Ree in Abha¨ngigkeit vom Entartungsparameter Θ bei zwei Tempe-
raturen (a): T = 104 K und (b): T = 106 K fu¨r verschiedene Ionenladungen: Z = 1
(blau), 2 (gru¨n), 4 (rot) und 16 (schwarz). Ergebnisse der Born’schen Na¨herung
(gestrichelt) werden mit T-Matrix Rechnungen (durchgezogen) verglichen.
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In Abb. 4.8 werden die Born’sche Na¨herung und die T-Matrix Na¨herung fu¨r verschiedene
Ionenladungen Z untersucht. Wie bereits aus Abb. 4.7 zu entnehmen, sind die Abweichungen
zwischen beiden Na¨herungen bei tiefen Temperaturen gro¨ßer. Fu¨r ho¨here Ionenladungen zei-
gen zudem beide eine Erho¨gung des Korrekturfaktors in Richtung 1. Allerdings sind auch bei
106 K, Abb. 4.7 (b), deutliche Effekte starker Sto¨ße bei ho¨heren Ionenladungen Z > 1 sicht-
bar. Das liegt an der durch Z > 1 versta¨rkten Elektron-Ion Wechselwirkung. Die Born’sche
Na¨herung ist fu¨r Z > 1 somit erst bei ho¨heren Temperaturen gu¨ltig.
Um den Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ße direkt auszurechnen, sind einfache Fitfor-
meln a¨hnlich zur Born’schen Na¨herung Gl. (4.63) wu¨nschenswert. Wie bereits in Abb. 4.7
angedeutet, ist vor allem bei niedrigeren Temperaturen T < 105 K ein systematische Ver-
lauf des Korrekturfaktors in Aha¨ngigkeit von Γ zu erkennen. Um dies besser zu visualisieren,
wird der Korrekturfaktor in Abb. 4.9 bei Temperaturen von 103 − 105 K und verschiede-
nen Ionenladungen Z = 1; 2; 4; 16 u¨ber den Kopplungsparameter Γ dargestellt. Abb. 4.9 (a)
verdeutlicht dabei die schwache Temperaturabha¨ngigkeit, fu¨r die Ladungszahlen Z > 1 sind
praktisch keine Temperaturabha¨ngigkeiten sichtbar. Das ermo¨glicht die Konstruktion einer
Fitformel fu¨r den Korrekturfaktor Ree in diesem Bereich (T ≤ 105 K):









1 + e−cB(Z)/A(Z)(C(Z) Γ)−3c
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, (4.65)




2+Z)], B(Z) = 0,9Z−2/3, C(Z) = e1−2,5 ln(1+Z−1) und c = 0,7. Fu¨r Z = 1
ist A = 0,594, B = 0,90 und C = 0,48. Die Gu¨te der Fitformel wird in Abb. 4.9 (b) ebenfalls
fu¨r verschiedene Ionenladungen Z = 1; 2; 4; 16 dargestellt. Die Maximalabweichungen liegen
unterhalb von 3%.
Damit stellt die vorgeschlagenen Fitformel eine deutliche Verbesserung gegenu¨ber fru¨herer
Fitformeln [RRRR15] dar. Sie ist fu¨r niedrige Temperaturen T < 105 K gu¨ltig und entha¨lt
Effekte der starken Sto¨ße, der dynamischen Abschirmung und beru¨cksichtigt den Austausch-
term. Verbesserte Fitformeln fu¨r ho¨here Temperaturen sind Gegenstand weiterer Arbeiten.



































Abb. 4.9: Korrekturfaktor Ree, durchgefu¨hrt in T-Matrix Na¨herung, in Abha¨ngigkeit des
Kopplungsparameters Γ bei (a): verschiedenen Temperaturen T = 103 − 105 K
und (b): im Vergleich mit der Fitformel, Gl. (4.65).
Abschließend werden die T-Matrix Rechnungen mit den empirischen Fitformeln von Sty-
gar et al. [SGF02], Gl. (4.52), und Fortov et al. [FTZ+03], Gl. (4.53), in Abb. 4.10 verglichen.
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In der von Stygar et al. [SGF02] ermittelten Fitformel wurden Berechnungen aus der Linearen-
Response-Theorie von Kuhlbrodt [KR00], mit Berechnungen aus der Relaxationszeitna¨herung




ei . In [SGF02] wurde ein Temperaturbereich
von etwa ≈ 104 K betrachtet. Die Auswertung der Stoßintegrale (KT) bzw. der Korrela-
tionsfunktionen (LRT) erfolgte u¨ber quantenmechanische Streuquerschnitte (T-Matrix Ni-
veau), die Wechselwirkung wurde u¨ber Debye-Potentiale beschrieben. Es u¨berrascht daher
kaum, dass die U¨bereinstimmung der Stygar-Formel Gl. (4.52) mit dem Korrekturfaktor bei
104 K am besten ist. Allerdings wurde von Stygar et al. angenommen, dass der wesentliche
Einfluss des Korrekturfaktors durch den Entartungsparameter gegeben ist, eine Temperatu-
rabha¨ngigkeit wurde vernachla¨ssigt.
Fu¨r ho¨here Temperaturen na¨hern sich die Kurven der Fortov-Formel Gl. (4.53) an. Ein
wesentlicher Unterschied bleibt jedoch im asymptotischen Verhalten Θ ≫ 1 bestehen. Der
U¨bergang in den klassischen Spitzer-Wert wird bei Fortov u¨ber ein Potenzverhalten beschrie-
ben, wobei die numerischen Ergebnisse auf ein schwa¨cheres (logarithmisches) Verhalten deu-
ten, a¨hnlich der Stygar-Formel.
Im Rahmen des quantenstatistischen Zugangs wird klar gezeigt, dass zwar die Beschrei-
bung des Korrekturfaktors durch einen Parameter in einem gewissen Temperaturbereich
mo¨glich ist, allerdings im Fall niedriger Temperaturen T ≤ 105 K durch den Kopplungspara-
meter Γ und nicht wie in [SGF02, FTZ+03] angenommen durch den Entartungsparameter Θ
beschrieben wird.
Im na¨chsten Abschnitt wird der konkrete Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ße auf die
elektrische Leitfa¨higkeit veranschaulicht. Dazu werden Modellrechnungen vollsta¨ndig ioni-
sierten Wasserstoffs mit MD-Simulationen verglichen.





















Abb. 4.10: Korrekturfaktor Ree in Abha¨ngigkeit vom Entartungsparameter Θ in einem weiten
Temperaturbereich T = 103 − 108 K, berechnet in T-Matrix Na¨herung (schwarz),
im Vergleich mit empirischen Fitformeln von Stygar et al. [SGF02] (orange) und
Fortov et al. [FTZ+03] (blau) und dem Spitzer-Wert [SH53] (gru¨n).
4.2.3 Modellrechnungen fu¨r die Leitfa¨higkeit vollsta¨ndig ionisierten
Wasserstoffs
In diesem Abschnitt werden Ergebnisse der elektrischen Leitfa¨higkeit vollsta¨ndig ionisierten
Wasserstoffs vorgestellt. Die Resultate werden mit der analytischen Spitzer-Formel und bis-
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her nicht vero¨ffentlichten Molekulardynamik (MD) Simulationen verglichen. Alle in diesem
Abschnitt vorgestellten MD Simulationen wurden von Yaroslav Lavrinenko durchgefu¨hrt und
freundlicherweise fu¨r Vergleiche in dieser Arbeit zur Vefu¨gung gestellt [Lav17].
In Abb. 4.11 ist die reduzierte elektrische Leitfa¨higkeit bei T = 20 000 K u¨ber den Kopp-
lungsparameter Γ aufgetragen. Neben der Spitzer-Formel sind Berechnungen aus MD Si-
mulationen von Lavrinenko [Lav17] sowie aus der Zwei-Momenten Na¨herung auf T-Matrix
Niveau angeben. In Abb. 4.11 (a) wird dabei der Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ße und
in Abb. 4.11 (b) der Einfluss der dynamischen Abschirmung dargestellt. Die dynamische Ab-
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(b) Einfluss der dynamischen Abschirmung.
Abb. 4.11: Reduzierte Leitfa¨higkeit σ∗, Gl. (4.2), fu¨r das Modell des vollsta¨ndig ionisierten
Wasserstoffs (Z = 1) bei T = 20 000 K. Berechnungen aus der T-Matrix Na¨herung
(durchgezogen) werden mit der Spitzer-Formel [SH53] und MD-Simulationen,
durchgefu¨hrt von Lavrinenko [Lav17] (), verglichen.
Die Spitzer-Formel aus der kinetischen Theorie ist im Niederdichtegrenzfall Γ≪ 1 gu¨ltig,
und kann durch den hier gewa¨hlten Zugang der Linearen-Response-Theorie reproduziert wer-
den. Fu¨r Γ ≈ 1 divergiert sie und ist fu¨r die Beschreibung nichtidealer Plasmen ungeeignet.
Da die Lineare-Response-Theorie fu¨r beliebige Dichten anwendbar ist, ist eine Berechnung
der Leitfa¨higkeit fu¨r beliebige Plasmaparameter grundsa¨tzlich mo¨glich.
U¨ber die MD Simulationen von Lavrinenko [Lav17] werden die elektrischen Stro¨me (Tra-
jektorien der Elektronen) zu verschiedenen Zeiten berechnet. Die Dynamik wird aus New-
ton’schen Beweungsgleichungen erhalten, Quanteneffekte werden durch Pseudopotentiale be-
ru¨cksichtigt. Die Laplace-transformierte Autokorrelation der Stro¨me entspricht der Strom-
Strom Korrelationsfunktion in der Kubo-Formel Gl. (2.42). Um Berechnungen fu¨r kleine Dich-
ten durchzufu¨hren sind große Simulationsboxen no¨tig, Rechenaufwand und Zuverla¨ssigkeits-
intervalle steigen entsprechend, siehe Abb. 4.11. Die MD Simulationen ko¨nnen daher fu¨r
mittlere Dichten angewandt werden. Das ermo¨glicht die Untersuchung nichtidealer Effekte,
wie der dichteabha¨ngigen Korrekturfaktoren und der dynamischen Abschirmung.
In Abb. 4.11 (a) wird der Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ße durch den markierten
Bereich visualisiert. Entsprechend Abs. 4.2 nimmt ihr Einfluss bei steigender Dichte ab. Bei
hohen Dichten sind die Elektron-Elektron Sto¨ße vernachla¨ssigbar. Die gute U¨bereinstimmung
zwischen der Zwei-Momenten Na¨herung (Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen) mit den MD
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Simulationen (Strom-Strom Korrelationsfunktion) weist darauf hin, dass der Einfluss der
Elektron-Elektron Sto¨ße in der Kubo-Formel enthalten ist. Ein Ziel zuku¨nftiger Arbeiten ist
es, diesen Effekt auch sto¨rungstheoretisch systematich abzuleiten.
Abschirmeffekte sind in Abb. 4.11 (b) gezeigt. Dazu wurde in Anlehnung fru¨herer Ar-
beiten [MR82, RRT89, ARR+07] die Korrelationsfunktionen in T-Matrix Na¨herung mit dem
statischen Debye-Potential (κ2 = κ2e + κ
2
i ) berechnet. Zwar wird die Spitzer-Formel im Nie-
derdichtegrenzfall asymptotisch erreicht, jedoch entstehen im Bereich nichtidealer Plasmen
(Γ ≈ 1) Abweichungen zu den MD Simulationen. Durch die Beru¨cksichtigung dynamischer
Abschirmeffekte u¨ber die in dieser Arbeit konstruierten effektiven Abschirmung kann eine
U¨bereinstimmung bei mittleren Dichten bishin zu Γ ≤ 3 erzielt werden.
Fu¨r hohe Dichten (Γ > 1) bilden die Ionen im Plasma Strukturen aus, die durch den
Ion-Ion Strukturfaktor (Sii 6= 1) erfasst werden ko¨nnen. Der Ion-Ion Strukturfaktor kann bei-
spielsweise u¨ber Hyper-Netted-Chain (HNC) oder Percus-Yevic (PY) Rechnungen bestimmt
werden. Am Beispiel warmen dichten Aluminiums wird im na¨chsten Abschnitt der Einfluss
des Strukturfaktors aufgrund starker Kopplungsparameter (Γ≫ 1) und der Einfluss des Pseu-
dopotentials aufgrund des Pauli-blockings bei tiefen Temperaturen bishin zum Schmelzpunkt
untersucht.
4.3 Leitfa¨higkeit realer Systeme I: Warmes dichtes Aluminium
In den letzten Jahren wurden neue experimentelle Methoden zur Bestimmung der elektri-
schen Leitfa¨higkeit entwickelt. Dabei wurde Aluminium im WDM Bereich durch Lasterbe-
schuss erzeugt, das Thompson-Streuspektrum gemessen und die dynamische Stoßfrequenz
extrahiert [SGL+15]. Die statische Leitfa¨higkeit wurde durch Extrapolaton der Stoßfrequenz
auf ω → 0 erhalten. Diese neue experimentelle Methode besitzt zurzeit relativ große Fehler-
balken (Faktor 5), verglichen mit den direkten Messungen der elektrischen Leitfa¨higkeit um
den Schmelzpunkt. Dennoch ermo¨glichen sie, Aussagen u¨ber das Verhalten der elektrischen
Leitfa¨higkeit im WDM Bereich zu treffen, ohne Drude-Modelle anzunehmen.
Um diese neuen Experimente theoretisch beschreiben zu ko¨nnen, stellt sich die Frage nach
einer Interpolation zwischen der Leitfa¨higkeit dichten Aluminiums um den Schmelzpunkt bis
hin zu hohen Temperaturen, indem sich das Plasma ideal verha¨lt. In den Ergebnissen von
Sperling et al. [SGL+15] wurde die Zusammensetzung des Aluminium-Plasmas mit Hilfe
des Programmpakets COMPTRA04 [KHR05] ausgerechnet. Im gesamten Temperaturbereich
wurde ein Ionisationsgrad von αion ≈ 3 festgestellt. Zur Berechnung der Leitfa¨higkeit wird
somit das Modell eines vollsta¨ndig ionisierten Plasmas mit der Ionenladung Z = 3 verwandt.
Da ausgehend vom Schmelzpunkt bis hin zu Temperaturen ≈ 10 eV das Plasma entartet ist,










anwenden. Wa¨hrend bei hohen Temperaturen die Ionen nahezu gleichverteilt sind, bilden sie
im Bereich tiefer Temperaturen deutliche Strukturen aus (Sii 6= 1), siehe hierfu¨r die Messun-
gen des statischen Ion-Ion Strukturfaktors um den Schmelzpunkt Tm = 0,08 eV von Wase-
da [Was80]. Zur Beschreibung der Elektron-Ion Wechselwirkung reicht das Debye-Potential
nicht aus, das Pauli-blocking zwischen dem gestreuten Elektron und der Elektronenhu¨lle
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muss beru¨cksichtigt werden. In [SS66] wurden die Pauli-blocking Korrekturen aus Orbital-
wellenfunktionen parametrisiert, die Parameter durch einen Vergleich mit dem gemessenen
Phononspektrum fixiert, und ein Pseudopotential konstruiert.
Fu¨r die Leitfa¨higkeitsberechnung werden sowohl der Strukturfaktor als auch das Pseudo-
potential temperaturabha¨ngig beno¨tigt. Entsprechende Ansa¨tze zur Interpolation von Struk-
turfaktor und fu¨r das Pseudopotential werden in Abs. 4.3.1 und 4.3.2 entsprechend beschrie-
ben. Ergebnisse fu¨r die statische elektrische Leitfa¨higkeit werden in Abs. 4.3.3 diskutiert.
4.3.1 Beru¨cksichtigung des Strukturfaktors
Um die Leitfa¨higkeit u¨ber Gl. (4.66) berechnen zu ko¨nnen, muss der ionischen Strukturfak-
tor im entsprechenden Temperaturbereich T = 10−1 − 102 eV bekannt sein. Fu¨r den Fall
hoher Temperaturen verha¨lt sich das Plasma ideal Γ < 1 und der Ion-Ion Strukturfaktor ist
nach Debye gegeben, siehe Gl. (3.106). Fu¨r den Strukturfaktor verschiedener flu¨ssiger Me-
talle ko¨nnen Harte-Kugel Modelle, siehe [AL66, Wer63], gemessene Strukturfaktoren um den
Schmelzpunkt [Was80, SD73] erfolgreich beschreiben. Die Percus-Yevick (PY) Lo¨sung fu¨r das
Harte-Kugel Modell liefert einen analytischen Ausdruck fu¨r den Strukturfaktor [AL66, Wer63]
Sii(q; η, rhc) = [1− C(q; η, rhc)]−1 , (4.67)


















mit der Variablen ζ = 2qrhc, die den Harte-Kugel-Radius rhc entha¨lt, und dem Fu¨llungsfaktor
η, der die Ho¨he der Extrema, insbesondere des ersten Maximums, charakterisiert. Es gilt, je
ho¨her der Fu¨llungsfaktor, desto ausgepra¨gter die Struktur. Nach Auswertung der Experimente
schlug Waseda et al. einen exponentiellen Fit zur Beschreibung der Temperaturabha¨ngigkeit
vor: ηW(T ) = A exp (−BT ) [Was80]. Dieser Fit basiert allerdings nur auf den Daten im
Bereich des Schmelzpunktes. Um einen Strukturfaktor fu¨r den gesamten Temperaturbereich
zu gewinnen, werden hier beide Parameter η und rhc als frei wa¨hlbar angesehen. Neben der
Temperaturabha¨ngigkeit wird ein Dichteeinfluss beru¨cksichtigt. Fu¨r die Auswertung stehen
die Daten aus Messungen von Waseda [Was80] und aus Classical-map Hyper-Netted-Chain
(CHNC) Simulationen [BBK+15, SRB+17] zur Verfu¨gung, die im idealen Bereich (Γ < 1)
mit dem Debye-Modell u¨bereinstimmen, siehe Abb. 4.12.
Die Parameter η und rhc werden so gewa¨hlt, dass sie wesentliche Charakteristika der
Messungen und CHNC-Simulationen reproduzieren. Hierzu za¨hlt die Ho¨he des ersten Maxi-
mums Sii,max, die ein Maß fu¨r die Auspra¨gung der Struktur ist. Sii,max ist eindeutig durch
den Fu¨llungsfaktor η gegeben. Fu¨r die Berechnung der Leitfa¨higkeit ist ebenfalls die Lage des
ersten Maximums qmax von Bedeutung. Die Lage des ersten Maximums ist eindeutig durch
den Harte-Kugel-Radius rhc und den Fu¨llungsfaktor η gegeben.
In Tab. 4.2 sind die experimentellen Daten und die Ergebnisse aus CHNC-Rechnungen
fu¨r Position und Ho¨he der Maxima gezeigt. Dabei fa¨llt auf, dass fu¨r tiefere Temperaturen,
die Ho¨he der Maxima durch die CHNC-Rechnungen u¨berscha¨tzt werden, allerdings die Po-
sition mit den Experimenten gut u¨bereinstimmt. Daher wurde bei der Konstruktion der
Fit-Formeln darauf geachtet, die Positionen der Maxima aus den CHNC-Rechnungen zu
reproduzieren. Fu¨r die PY-Parameter werden folgende Fits vorgeschlagen: fu¨r den Harte-
Kugel-Radius rhc(ni, T ) = 10,17 − 0,72 ln (T [eV])(ni[a−3B ])1/3 und fu¨r den Fu¨llungsfaktor
η(ni, T ) = 23,21ni[a
−3
B ](T [eV])
−0,36. Hierbei wurde angenommen, dass der Fu¨llungsfaktor
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Abb. 4.12: Statischer Ion-Ion Strukturfaktor Sii(q) als Funktion des U¨bertragungsimpulses
q am Schmelzpunkt T = Tm (blau) und im Bereich idealer Plasmen T = 86 eV
(rot). Experimentelle Daten am Schmelzpunkt bei einer Dichte von ρ = 2,37 g/cm3
aus Ro¨ntgenstreuexperimenten von Waseda [Was80] () wird mit der Percus-
Yevick-Formel, Gl. (4.67), (durchgezogene Linie) verglichen. CHNC-Simulationen
[SRB+17] (Strich-Punkt-Linie) im idealen Plasmabereich bei ρ = 2,7 g/cm3 wer-
den mit dem Strukturfaktor nach Debye, Gl. (3.106), (gestrichelt) verglichen.
Im Gegensatz zu dem Fit von Waseda et al. [Was80], ηW(T ) = 0,61 exp (−3,99T [eV]),
indem ein exponentielles Abklingen des Fu¨llungsfaktors angenommen wird, wird in dieser
Arbeit ein Potenzgesetz bzgl. der Temperatur vorgeschlagen. Die Peak-Ho¨he der Experimente
und der CHNC-Rechnungen bei T > 6 eV wird reproduziert, siehe Tab. 4.2.
Tab. 4.2: Gemessene [Was80] und berechnete (CHNC) [SRB+17] Lage und Ho¨he des ersten
Maximums im Aluminium-Strukturfaktor Sii,max(qmax), siehe auch Abb. 4.12. Zum
Vergleich werden entsprechende Resultate aus der PY-Formel, Gl. (4.67), mit den
gefitteten PY-Parametern η und rhc gezeigt.











[Was80] [Was80] [SRB+17] [SRB+17]
0,08 2,37 1,43 2,475 - - 1,43 2,485
0,09 2,35 1,43 2,271 - - 1,43 2,312
0,11 2,27 1,43 1,934 - - 1,43 1,905
0,17 2,70 - - 1,43 3,88 1,39 1,969
0,43 2,70 - - 1,42 2,41 1,41 1,447
0,86 2,70 - - 1,42 1,81 1,44 1,281
1,72 2,70 - - 1,45 1,44 1,49 1,188
6,03 2,70 - - 1,61 1,10 1,61 1,100
8,62 2,70 - - 1,74 1,06 1,65 1,085
4.3. Leitfa¨higkeit realer Systeme I: Warmes dichtes Aluminium 75
4.3.2 Verwendung von Pseudopotentialen
Neben dem Strukturfaktor ist das Potential in stark entarteten Systemen von großer Bedeu-
tung. Pseudopotentiale beru¨cksichtigen die Wechselwirkung der freien Elektronen mit den
Schalenelektronen der Ionen. Die 10 Schalenelektronen eines Aluminium-Ions schirmen nicht
nur den 13-fach positiv geladenen Ionenkern ab (langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung
mit Z = 3), sondern verhindern außerdem die Besetzung der 1s, 2s und 2p Zusta¨nde durch
freie Elektronen (kurzreichweitige Abstoßung durch das Pauli-blocking). Sie ko¨nnen experi-
mentell aus Messungen des Phononspektrums gewonnen werden, [SS66], und liefern eine gute
U¨bereinstimmung zwischen der gemessenen Leitfa¨higkeit aus den Experimenten am Schmelz-
punkt und den Berechnungen aus der Ziman-Formel, Gl. (4.66), siehe [AL66, SS66].
Ein Pseudopotential, welches die nichtlokalen Austauscheffekte durch ein effektives Feld
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Abschirmparameter. Das Pauli-blocking wird durch U¨berlappung wasserstoffartiger Oribtal-








Die Parameter γn and rn werden aus den gemessenen Phonon-Dispersionsrelationen am
Schmelzpunkt erhalten [SS66]. Fu¨r Aluminium lauten die Parameter r1 = 0,32a0, r2 = 0,30a0,
γ1 = 0,322 Ryd, and γ2 = 0,155 Ryd.






















Abb. 4.13: Das Pseudopotential (blau durchgezogen) von Schneider und Stoll [SS66], sie-
he Gl. (4.69), im Vergleich mit dem Debye-Potential (rot gestrichelt) und dem
Coulomb-Potential (schwarze Strich-Punkt-Linie) am Schmelzpunkt Tm.
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Eine Interpolation zwischen dem Pseudo-Potential, Gl. (4.69), fu¨r Temperaturen um den
Schmelzpunkt und dem Debye-Potential fu¨r das ideale Plasma wurde u¨ber dichte- und tem-
peraturabha¨ngige Parameter durchgefu¨hrt. Dazu wird der Thomas-Fermi Abschirmparame-
ter κTF durch den elektronischen Abschirmparameter κe ersetzt, und die Pauli-blocking-
Terme exponentiell mit der Temperatur, bezogen auf den Schmelzpunkt Tm, abgeschwa¨cht
γ1(T )[Ryd] = 0,322 exp[−a(T − Tm)/Ryd] und γ2(T )[Ryd] = 0,155 exp[−a(T − Tm)/Ryd].
Die Redukion der Pauli-Terme ist bei hohen Temperaturen eine Konsequenz aus inneren
Anregungen und wird durch den Abschwa¨chungsparameter a > 0 charakterisiert. Fu¨r hohe
Temperaturen verschwinden die Pauli-blocking-Terme und das Pseudopotential geht in ein
abeschirmtes Coulomb-Potential u¨ber. In [SRB+17] wurde u¨ber eine lokale Dichtena¨herung
die Gro¨ßenordnung des Parameters a abgescha¨tzt; insbesondere im nichtentarteten Grenzfall
gilt a ≃ π2/4 ≈ 2,47. In dieser Arbeit wird erwartet, dass 1 < a < 4.
4.3.3 Ergebnisse fu¨r die elektrische Leitfa¨higkeit
Durch die eingefu¨hrten temperaturabha¨ngigen Pseudopotentiale und Strukturfaktoren ist es
mo¨glich, die Leitfa¨higkeit u¨ber einen weiten Temperaturbereich T = 10−1−102 eV anzugeben.
In Abb. 4.14 werden die Einflu¨sse des Strukturfaktors und des Pseudopotentials (a =
π2/4) dargestellt, und mit Experimenten und anderen Zuga¨ngen verglichen. Separat wur-
de die Leitfa¨higkeit unter Beru¨cksichtigung des Strukturfaktors und des Pseudopotentials
berechnet. Das einfache Modell (Debye-Potential und Strukturfaktor Sii = 1) liefert im Ver-
gleich zu den Experimenten von Gathers [Gat83] und den neuen Experimenten von Sperling
[SGL+15] eine Gro¨ßenordnung niedrigere Leitfa¨higkeitswerte. Die separate Betrachtung des
Pseudopotentials weist einen sta¨rkeren Effekt auf, der durch das Stoßintegral in Gl. (4.66)
begru¨ndet ist. Der Hauptbeitrag dieses Stoßintegrals liegt um den doppelten Fermi-Impuls
q ≈ 2kF. Speziell dort wirkt das Pseudopotential deutlich schwa¨cher als das Debye-Potential,
siehe Abb. 4.13, die Sto¨ße bzw. Korrelationen verschwinden in diesem Bereich, und der Elek-
tronenstrom fließt praktisch ungehindert.
Beru¨cksichtigt man allein den Strukturfaktor, verschiebt sich der Bereich starker Kor-
relationen, gekenntzeichnet durch Maxima und Minima im Strukturfaktor. In der Summe -
oder genauer im Integral - bleibt das Stoßintegral bzw. die Kraft-Kraft Korrelationsfunktion
und damit die Leitfa¨higkeit unvera¨ndert. Der Einfluss ist gering < 10%. Eine quantitative
und qualitative U¨bereinstimmung kann gefunden werden, wenn beide Effekte kombiniert be-
trachtet werden. Da durch den Strukturfaktor die Bereiche um den doppelten Fermi-Impuls
sta¨rker gewichtet werden, diese wiederum aufgrund des schwachen Pseudopotentials aus-
geschaltet werden, steigt der Wert der Leitfa¨higkeit, verglichen mit den anderen Berech-
nungen. Der temperaturabha¨ngige Strukturfaktor fu¨hrt zur charakteristischen Erho¨hung der
Leitfa¨higkeit in Richtung des Schmelzpunktes, die auch experimentell beobachtet wird. Be-
rechnungen von Dharma-wardana [Dw16] liefern eine solche Charakteristik nicht, da zwar ein
Pseudopotential aus DFT-MD Rechnungen konstruiert, allerdings der Strukturfaktor tem-
peraturunabha¨ngig gewa¨hlt wurde. In DFT-MD Simulationen von Sjostrom und Daligault
[SD15] wird diese Charakteristik der Leitfa¨higkeit gefunden, allerdings sind die berechneten
Werte fu¨r die Leitfa¨higkeit um 50% ho¨her als die experimentellen Daten von Gathers [Gat83].
Mo¨gliche Einflu¨sse ko¨nnen hierbei die Extrapolation der dynamischen Leitfa¨higkeit auf den
statischen Grenzfall und die Wahl des Austauschfunktionals sein.
Es wird festgestellt, dass beide WDM-Effekte erforderlich und temperaturabha¨ngig zu
beru¨cksichtigen sind, um die Experimente beschreiben zu ko¨nnen. Fu¨r die korrekte Be-
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schreibung der Leitfa¨higkeit bei ho¨heren Temperaturen verschwindet einerseits die Struktur
und das Pauli-blocking weicht auf, andererseits muss dann der Einfluss ho¨herer Momen-
te beru¨cksichtigt werden. In Abb. 4.14 ist der Einfluss ho¨herer Momente fu¨r das einfache
Debye-Modell durchgefu¨hrt worden, die Ziman-Formel, Gl. (4.66), wurde renormiert. Im Be-
reich hoher Temperaturen Γ2Θ ≪ 1 (T ≈ 100 eV) betra¨gt der Einfluss ho¨herer Momente





























Abb. 4.14: Die elektrische Leitfa¨higkeit σ in Abha¨ngigkeit von der Temperatur bei ρ =
2,7 g/cm3. Ergebnisse dieser Arbeit unter Beru¨cksichtigung des Strukturfaktors
(Sii = 1: gestrichelt, Sii 6= 1: durchgezogen) sowie des Potentials (Psueopotential:
rot, Debye-Potential: schwarz) werden mit Berechnungen von Dharma-wardana
[Dw16] (×), DFT-MD Simulationen von Sjostrom und Daligault [SD15] (♦) und






























Abb. 4.15: Die elektrische Leitfa¨higkeit σ in Abha¨ngigkeit von der Temperatur bei
Festko¨rperdichte ρ = 2,7 g/cm3. Ergebnisse dieser Arbeit (rot) werden mit Berech-
nungen von Dharma-wardana [Dw16] (×), DFT-MD Simulationen von Sjostrom
und Daligault [SD15] (♦) und Experimenten (: [SGL+15]; N: [MFDM88]; •:
[Gat83]) verglichen. Der Einfluss der Abschwa¨chung a ist angegeben.
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Zusa¨tzlich zu Abb. 4.14 wird in Abb. 4.15 der temperaturabha¨ngige Einfluss des Pseudo-
potentials u¨ber den Abschwa¨chungsparameter a untersucht. Verschiedene Abschwa¨chungen
1 < a < 4 werden durch einen gepunkteten Bereich um die Leitfa¨higkeitskurve des ab-
gescha¨tzten Wertes a = π2/4 visualisiert. Es wird gezeigt, dass sta¨rkere Abschwa¨chungen zu
einer deutlicheen Auspra¨gung des Minimums in der Leitfa¨higkeit fu¨hren. Die Experimente von
Milchberg et al. [MFDM88] suggerieren ein schwa¨cheres Abfallen der statischen Leitfa¨higkeit
und werden bei a = 1 gut erkla¨rt, wohingegen die Experimente von Sperling et al. [SGL+15]
auf ein sta¨rkeres Abfallen der Leitfa¨higkeit deuten, die sich durch den klassisch abgescha¨tzten
Parameter a ≈ π2/4 erzielen la¨sst.
Um weiterfu¨hrende Aussagen u¨ber die Gu¨te der vorgestellten Interpolationen zu machen,
sind zuku¨nftige Experimente in diesem Bereich no¨tig. Auch kann eine U¨bertragung dieser
Methode auf andere Elemente erfolgen.
5. TRANSPORTEIGENSCHAFTEN PARTIELL
IONISIERTER PLASMEN
Im chemischen Modell werden Bindungszusta¨nde im Vielteilchensystem als eigensta¨ndige
Komponente betrachtet. Im Beispiel partiell einfach ionisierter Plasmen werden neben freien
Elektronen und freien einfach geladenen Ionen ihre Bindungszusta¨nde als freie Atome be-
handelt. Bei partiell mehrfach ionisierten Plasmen unterscheidet man zudem auch die Ionen
entsprechend ihrer Ladungszahl. Daher ist die Zusammensetzung des Plasmas ein zentrales
Charakteristikum, um Transportgro¨ßen auszurechnen.
Die Zusammensetzung ha¨ngt von den Plasmaeigenschaften Temperatur T und Massen-
dichte ρ ab. Das Plasma besteht aus Elektronen e−, Ionen Ik+ mit verschiedenen Ladungs-
zahlen k und Atomen I0. Dann werden chemische Reaktionen u¨ber das Massenwirkungsgesetz
I(k−1)+ ⇋ Ik+ + e− (5.1)
µk−1 = µk + µe + Eion(k) , k = 1, ..., kmax , (5.2)









j/gj , wobei gj = (2sj +1) der Spinfaktor
















k − µintk−1. Im Grenzfall niedriger Dichten sind die Wechsel-
wirkungsanteile durch den Debye-Abschirmparameter µintj = −κDe2j/(8πǫ0) gegeben. Man
spricht in diesem Zusammenhang auch vom Debye-Shift. Beru¨cksichtigt man mehrere Ionisa-
tionsstufen erha¨lt man ein System nichtlinearer Gleichungen, die sogenannten verkoppelten
Saha-Gleichungen. Zur Berechnung der Zusammensetzung in dieser Arbeit werden die Saha-
Gleichungen, Gl. (5.3), u¨ber das Programmpaket COMPTRA04 [KHR05] gelo¨st.
Sind die Partialdichten nj bekannt, lassen sich die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen
bestimmen. Die Zerlegung erfolgt entsprechend Kapitel 4, allerdings kommen qualitativ neue
Beitra¨ge hinzu, die Elektron-Atom Korrelationsfunktionen deall′ . Die Verbindung des chemi-
schen Bildes mit der Linearen-Response Theorie zur Beschreibung partiell ionisierter Plasmen
wird als PIP-Modell bezeichnet. Die Schwierigkeit liegt in der Behandlung der Elektron-Atom
Wechselwirkung. In vielen Arbeiten [RRN95, Red99, KR00, KRR+05] und insbesondere auch
im Programmpaket COMPTRA04 [KHR05] wird das aus dem quantenstatistischen Zugang
gewonnene Polarisationspotential [RRZ87] verwendet. Transportgro¨ßen wie die elektrische
Leitfa¨higkeit partiell ionisierter Edelgase weichen allerdings bis zu mehrere Gro¨ßenordnungen
von experimentellen Messungen ab. Adams et al. [ARR+07] erkla¨rte die Ursache damit, dass
der fu¨r die Korrelationsfunktionen essentielle Transportquerschnitt berechnet aus dem Pola-
risationspotential experimentell ermittelte Transportquerschnitte nicht reproduzieren kann,
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und konnte zu den experimentellen Leitfa¨higkeitsmessungen gute Ergebnisse erzielen, indem
er eben die experimentellen Transportquerschnitte als Input fu¨r deall′ verwendete. Allerdings
liegen die experimentellen Transportquerschnitte nur fu¨r den isolierten Fall vor. Der Einfluss
der Plasmaumgebung kann somit nicht beru¨cksichtigt werden. Um Plasmaeffekte konsistent
einzubeziehen, ist die Kenntnis des Elektron-Atom Potentials no¨tig.
Im Rahmen dieser Arbeit wird die Fragestellung nach der quantenstatistischen Behand-
lung der Elektron-Atom Korrelationsfunktionen aufgegriffen und am Beispiel partiell ioni-
sierter Edelgasplasmen analysiert. Dazu wird in Abs. 5.1 zuna¨chst das optische Potential zur
Beschreibung der Elektron-Atom Wechselwirkung eingefu¨hrt, Plasmaeffekte diskutiert und
Transportquerschnitte mit Experimenten verglichen. Darauf aufbauend werden die Elektron-
Atom Korrelationsfunktionen in Abs. 5.2. berechnet und den anderen Korrelationsfunktionen
gegenu¨bergestellt. Abschließend wird in Abs. 5.3 die elektrische Leitfa¨higkeit berechnet und
mit Messungen aus Schockwellenexperimenten verglichen, eine Fitformel fu¨r die Leitfa¨higkeit
partiell ionisierten Heliums und Neons wird angegeben.
5.1 Das optische Potential im Plasmasystem
5.1.1 Das optische Potential fu¨r das isolierte System
Die Elektron-Atom Wechselwirkung kann mit Hilfe der Green-Funktionstechnik sto¨rungsthe-
oretisch analysiert werden. Entsprechende Terme ko¨nnen mit Diagrammen repra¨sentiert und
visualisiert werden. Terme des effektiven Wechselwirkungspotentials wurden von Redmer et
al. im Rahmen einer Sto¨rungstheorie bis zur zweiten Ordnung durchgefu¨hrt [RRZ87],
Vea = V
(1) + V (2) + Vex , (5.4)
mit den beiden niedrigsten Ordnungen der direkten Terme V (1), V (2) und dem nichtlokalen
Austauschterm Vex.
Der Term niedrigster Ordnung V (1) beschreibt die Coulomb-Wechselwirkung zwischen
einem freien Elektron mit dem positiv geladenen Atomkern und den gebundenen Elektronen,
welche die Atomhu¨lle formen. Man spricht in diesem Zusammenhang auch vom atomaren
Formfaktor. Das Potential lautet





dr1 4πr1ρ(r1) (r1 − r) , (5.5)
mit der Dichte der Schalenelektronen ρ des Atoms. ρ wird u¨ber die atomaren Roothaan-
Hartree-Fock Wellenfunktionen [CR74] bestimmt, weswegen Gl. (5.5) als Hartree-Fock Po-
tential V (1) ≡ VHF(r) bezeichnet wird. Fu¨r große Absta¨nde fa¨llt das Hartree-Fock Potential
exponentiell ab.
Dem gegenu¨ber stehen die Resultate von Born und Heisenberg [BH24], nach denen das
Elektron-Atom Potential fu¨r große Absta¨nde mit Vea(r → ∞) ∝ −r−4 abnimmt. Mit Hilfe
der Green-Funktionstechnik ist es Redmer et al. gelungen, dieses Potenzverhalten in zweiter
Ordnung Sto¨rungstheorie u¨ber das Polarisationspotential zu reproduzieren, V (2) ≡ VP, siehe
[RRZ87]. In dieser Arbeit wird eine einfache analytische Form des Polarisationspotentials
gewa¨hlt, welche von Paikeday zur Beschreibung der Elektronenstreuung an Edelgasatomen
angenommen wurde, siehe [Pai00]
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Hierbei ist die Polarisierbarkeit αP fu¨r die Atome tabelliert [Lid01]. Die Energieabha¨ngigkeit
der Polarisierbarkeit αP ist klein, siehe [Pai00], und wird in dieser Arbeit vernachla¨ssigt.
Der Cut-off Parameter r0 liegt in der Gro¨ßenordnung des Bohr’schen Radius a0 und wird in
Abs. 5.1.3 anhand der gemessenen Transportquerschnitte fu¨r jedes Element angefittet.
Mit V (1) ≡ VHF(r) aus Gl. (5.5) und V (2) ≡ VP aus Gl. (5.6) wird die Elektron-Atom
Wechselwirkung, Gl. (5.4), durch das Modell des optischen Potentials [Van75, PS89]
Vopt = VHF + VP + Vex (5.7)
beschrieben. Der Austauschterm Vex wird dabei durch ein lokales Feld gena¨hert. Fu¨r das opti-
sche Potential ko¨nnen somit Streuphasenrechnungen aus der Calogero-Gleichung, Gl. (3.120),
in a¨hnlicher Weise wie fu¨r das Debye-Potential durchgefu¨hrt werden. Im na¨chsten Abs. 5.1.2
wird der Austauschterm Vex in Lokalfeldna¨herung bestimmt, mit dem Ziel, eine einheitliche
Form zur Beschreibung aller Edelgase zu finden.
5.1.2 Das Austauschpotential in Lokalfeldna¨herung
Der Austauschterm in Gl. (5.7) beschreibt den Austausch zwischen einfallendem Elektron mit
den Elektronen der Atomhu¨lle. Fu¨r eine vereinfachte Handhabbarkeit wird das Austauschpo-
tential durch ein lokales Feld beschrieben. Diese Na¨herung hat sich in der Literatur etabliert
[FM73, YMS78, MW60, Har67, Van75] und sich fu¨r die Beschreibung von Streuprozessen
mehrfach bewa¨hrt [RT75, SG82, AT05].
Die am ha¨ufigsten vertretende Form des lokalen Austauschterms wird aus der semiklassi-
scher Na¨herung (SCA) erhalten und lautet [FM73, RT75, YMS78]:











Der Ausdruck KRT(r) beschreibt den lokalen Impuls des einfallenden Elektrons nach Riley





[|VHF(r)|+ |VP(r)|] . (5.9)
Alternativ zu Gl. (5.8) wurde von Mittleman und Watson [MW60] ein freies Elektronengas
angenommen. Im Rahmen dieser Na¨herung ist der Austauschterm gegeben durch [RT75]























∣∣∣∣η + 1η − 1
∣∣∣∣ . (5.11)
Fu¨r den lokalen Elektronenimpuls K(r) werden verschiedene Ansa¨tze gemacht. Von Riley
und Truhlar wird beispielsweise die Ersetzung K(r) → KRT(r), Gl. (5.9), in Gl. (5.10) vor-
geschlagen. Diese Na¨herung des Austauschterms wird als Riley-Truhlar’s freie Elektronengas
Austauschna¨herung (FER) bezeichnet.
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Alternativ zu Riley und Truhlar fu¨hrte Hara den lokalen Impuls u¨ber das Ionisationspo-





I +K2F(r) . (5.12)
Die Ersetzung K(r)→ KH(r) in Gl. (5.10) wird im Folgenden als Hara’s freie Elektronengas
Austauschna¨herung (FEH) bezeichnet. Allerdings wurde bereits von Hara [Har67] das in-
korrekte asymptotische Verhalten dieses lokalen Impulses bei großen Absta¨nden festgestellt,
siehe auch [RT75]. Verschiedene Modifikationen des FEH Modells werden beispielsweise von
Sur und Gosh [SG82] und Riley und Truhlar [RT75] vorgeschlagen.
Tab. 5.1: Streuphasen δℓ (in rad) der e-He Streuung. Numerische Rechnungen in SEA von
Duxler et al. [DPL71] im Vergleich mit den lokalen Modellen SCA, FEH, FER und
mFER, eingesetzt in Gl. (5.7), (VP = 0).
Helium ka0 SEA mFER SCA FEH FER
δ0 0,10 2,994 2,993 3,006 2,957 3,337
0,25 2,776 2,770 2,783 2,691 3,043
0,50 2,436 2,412 2,422 2,304 2,648
0,75 2,139 2,093 2,111 2,001 2,332
1,00 1,890 1,835 1,856 1,769 2,071
1,50 1,522 1,473 1,491 1,446 1,654
δ1 0,50 0,043 0,045 0,076 0,023 0,218
0,75 0,110 0,101 0,146 0,064 0,316
1,00 0,183 0,159 0,205 0,116 0,359
1,50 0,284 0,247 0,279 0,212 0,367
δ2 0,75 0,005 0,006 0,009 0,004 0,013
1,00 0,014 0,015 0,020 0,010 0,025
1,50 0,042 0,041 0,047 0,035 0,053
Tab. 5.2: Streuphasen δℓ (in rad) der e-Ne Streuung. Numerische Rechnungen in SEA von
Thompson [Tho66] im Vergleich mit den lokalen Modellen SCA, FEH, FER und
mFER, eingesetzt in Gl. (5.7), (VP = 0).
Neon ka0 SEA mFER SCA FEH FER
δ0 0,20 6,072 6,104 6,179 6,028 7,716
0,30 5,965 6,004 6,069 5,902 7,056
0,40 5,857 5,899 5,947 5,779 6,648
0,50 5,748 5,789 5,820 5,659 6,361
0,90 5,321 5,349 5,333 5,215 5,626
1,00 5,219 5,243 5,222 5,114 5,480
δ1 0,50 3,040 3,052 3,030 2,917 3,196
0,70 2,933 2,949 2,909 2,785 3,124
0,80 2,873 2,890 2,845 2,724 3,073
0,90 2,812 2,828 2,781 2,667 3,017
1,00 2,751 2,766 2,719 2,615 2,958
δ2 0,50 0,004 0,005 0,008 0,002 0,016
1,00 0,065 0,059 0,075 0,034 0,127
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Tab. 5.3: Streuphasen δℓ (in rad) der e-Ar Streuung. Numerische Rechnungen in SEA von
Thompson [Tho66] und von Pindzola und Kelly [PK74] im Vergleich mit den lokalen
Modellen SCA, FEH, FER und mFER, eingesetzt in Gl. (5.7), (VP = 0).
Argon ka0 SEA mFER SCA FEH FER
δ0 0,10 9,274 9,266 9,374 9,249 11,858
0,25 9,045 9,015 9,141 8,987 10,628
0,50 8,647 8,580 8,658 8,561 9,250
0,75 8,249 8,164 8,206 8,162 8,536
1,00 7,875 7,790 7,808 7,798 8,030
1,50 7,252 7,170 7,163 7,182 7,288
δ1 0,10 6,279 6,276 6,279 6,275 6,318
0,25 6,227 6,193 6,213 6,192 6,381
0,50 6,001 5,901 5,938 5,909 6,214
0,75 5,702 5,583 5,613 5,604 5,901
1,00 5,411 5,305 5,320 5,333 5,575
1,50 4,923 4,861 4,854 4,892 4,996
δ2 0,25 0,002 0,002 0,004 0,001 0,031
0,50 0,045 0,035 0,061 0,024 0,815
0,75 0,277 0,185 0,284 0,150 1,963
1,00 0,860 0,581 0,782 0,536 2,008
1,50 1,644 1,539 1,614 1,594 1,877
Tab. 5.4: Streuphasen δℓ (in rad) der e-Xe Streuung. Numerische Rechnungen in SEA von
Amus’ya et al. [ACC+75, OL83] im Vergleich mit den lokalen Modellen SCA, FEH,
FER und mFER, eingesetzt in Gl. (5.7), (VP = 0).
Xenon ka0 SEA mFER SCA FEH FER
δ0 0,10 15,481 15,478 15,613 15,455 18,128
1,00 13,716 13,502 13,518 13,504 13,739
δ1 1,00 11,136 11,042 11,062 11,052 11,441
Allerdings wird in dieser Arbeit eine Modifikation des FERModells vorgeschlagen. Hierbei












∣∣∣V Mex (r, 0)∣∣∣] . (5.13)
Die Ersetzung K(r)→ KmRT(r) in Gl. (5.10) wird als modifiziertes FER (mFER) bezeichnet.
Um die Gu¨te der lokal-gena¨herten Austauschterme festzustellen, werden Vergleichsrech-
nungen mit dem nichtlokalen Austauschterm durchgefu¨hrt. Verglichen werden hierbei die fu¨r
das Streuproblem relevanten Streuphasen. In erster Ordnung Sto¨rungstheorie (ohne Pola-
risationspotential), auch statische Austauschna¨herung (SEA) genannt, wurden Streuphasen
mit dem nichtlokalen Austauschterm von Duxler et al. [DPL71] fu¨r Helium, von Thompson
[Tho66] fu¨r Neon und Argon, von Pindzola und Kelly [PK74] fu¨r Argon und von Amus’ya et
al. [ACC+75, OL83] fu¨r Xenon berechnet. Diese werden in den Tabellen 5.1-5.4 entsprechend
fu¨r Helium, Neon, Argon und Xenon mit den Streuphasen aus den eingefu¨hrten Modellen
(SCA, FEH, FER und mFER) verglichen. Konsistenterweise wurde das Polarisationspoten-
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tial bei diesen Berechnungen vernachla¨ssigt (VP = 0).
Von Riley und Truhlar [RT75] wurde bereits fu¨r Helium und Argon festgestellt, dass
das FEH Modell Austauscheffekte unterscha¨tzt und das FER Modell die Austauscheffekte
u¨berscha¨tzt. Dies wird ebenfalls fu¨r die anderen Elemente Neon und Xenon festgestellt. Somit
sind beide Modelle fu¨r die Beschreibung der Austauscheffekte ungeeignet. Die semiklassische
Na¨herung (SCA), Gl. (5.8) mit (5.9), und das in dieser Arbeit vorgeschlagene Modell mFER,
Gl. (5.10) mit (5.13), liefern hingegen eine deutlich bessere U¨bereinstimmungen mit den
SEA-Streuphasen. Beide Modelle besitzen außerdem das gleiche asymptotische Verhalten
bei hohen Energien ka0 ≫ 1. Fu¨r kleine Wellenzahlen ka0 < 0,5 liefert das vorgeschlagene
Modell, mFER, die beste U¨bereinstimmung. In diesem Bereich liegen die Abweichungen bei
allen Edelgasen unterhalb von 0,1rad.
Fu¨r alle Edelgase wird in den folgenden Abschnitten der Austauschterm Vex des optischen
Potentials Vopt, Gl. (5.7), durch das mFER Modell, Gl. (5.10) mit (5.13), beschrieben. Das
ist speziell fu¨r die Berechnung des Transportquerschnittes der leichteren Edelgase (Helium
und Neon) von großer Bedeutung, da sowohl die einfache Struktur bei Helium als auch die
Schulter bei Neon, siehe Abb. 5.1 (a) und (b) im na¨chsten Abschnitt, maßgeblich durch den
Austauschterm bestimmt wird.
5.1.3 Elektron-Atom Transportquerschnitt im isolierten System
Fu¨r die Berechnung von Streuquerschnitten mit dem optischen Potential, Gl. (5.7), wird final
der Cut-off Parameter r0 in Gl. (5.6) beno¨tigt. Fu¨r die Bestimmung des Cut-off Parameters
gibt es unterschiedliche Methoden und Ansa¨tze, siehe [Pai76, RRZ87, MW59, Sch79].
In der Literatur ist die Bestimmung des Cut-off Parameters r0 u¨ber die korrekte Be-
schreibung des Polarisationspotentials an der Stelle VP(r = 0) am ha¨ufigsten vertreten, siehe
[RRZ87]. Bei semiklassischer Behandlung der Elektronen wurde eine analytische Formel von
Mittleman und Watson [MW59], r0 = [αPa0/(2Z
1/3)]1/4, angegeben. Allerdings ist die ge-
naue Kenntnis von VP(r = 0) fu¨r das Elektron-Atom Streuproblem von untergeordneter Rolle,
da die Coulomb-Wechselwirkung, beschrieben durch das Hartree-Fock Potential, fu¨r kleine
Absta¨nde divergent und somit dominant ist.
Alternativ wird daher der Cut-off Parameter r0 durch experimentelle Ergebnisse aus
dem Streuproblem angefittet. Beispielsweise ermittelte Paikeday [Pai76, Pai00] den Cut-
off Parameter r0 durch Vergleiche mit den gemessenen differentiellen Wirkungsquerschnit-
ten der Elektron-Atom Sto¨ße, Schrader [Sch79] orientierte sich hingegen an der gemessenen
Streula¨nge der Positron-Atom Wechselwirkung. In dieser Arbeit wird der Cut-off Parameter
so gewa¨hlt, dass der Transportquerschnitt langsamer Elektronen (ka0 < 1) reproduziert wird,
gegeben durch die Experimente von Crompton [CER70] fu¨r Helium und Robertson [Rob72]
fu¨r Neon. Fu¨r Argon, Krypton und Xenon, bei denen das Ramsauer-Minimum im totalen
Wirkungsquerschnitt gemessen wurde, siehe [RK29, TB22], wird der Cut-off Parameter r0
hier durch das entsprechende Minimum im Transportquerschnitt (Position und Tiefe), siehe
[MCRR77, EE88, KSO86], fixiert.
Die Ergebnisse sind in Tab. 5.5 aufgelistet. Wie erwartet ist der Cut-off Parameter in der
Gro¨ßenmordnung des Bohr’schen Radius r0 ≈ 1a0. Diese werden in das Polarisationspotential,
Gl. (5.6), eingesetzt und der Transportquerschnitt fu¨r das isolierte System berechnet.
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Tab. 5.5: Cut-off Parameter r0 in Einheiten des Bohr’schen Radius a0.
r0[a0] He Ne Ar Kr Xe
diese Arbeit 1,00 1,00 0,86 0,92 1,00
Mittleman und Watson [MW59] 0,86 0,89 1,21 1,27 1,38
Paikeday [Pai76, Pai00] 0,92 1,00 2,89 3,40 -
Schrader [Sch79] 1,77 1,90 2,23 2,37 2,54






















(a) QT(k) der Elektron-Helium Streuung.





















(b) QT(k) der Elektron-Neon Streuung.





















(c) QT(k) der Elektron-Argon Streuung.
















(d) QT(k) der Elektron-Krypton Streuung.


















(e) QT(k) der Elektron-Xenon Streuung.
Abb. 5.1: Transportquerschnitte der Elektronenstreuung an Edelgasen. Streuphasenrechnun-
gen aus dem optischen Potential, Gl. (5.7), in der vorgestellten Form, Gln. (5.5),
(5.6), (5.10) und (5.13) werden mit den Rechnungen aus [AT05] und Experimen-
ten [CER70, MC77, RTS80, Wil79, Rob72, RT84, MCRR77, GGS+96, STCT81,
PFP+97, EE88, Dan88, KSO86, GLA+98, RVT84] verglichen.
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Um das Modell des optischen Potentials, Gl. (5.7) mit Gln. (5.5), (5.6), (5.10) und (5.13),
zur Beschreibung der Elektron-Atom Wechselwirkung zu legitimieren, wird der fu¨r die Trans-
porteigenschaften wichtige Transportquerschnitt aus Streuphasenrechnungen mit experimen-
tellen Daten verglichen, siehe Abb. 5.1. Dabei liegen fu¨r die Edelgase jeweils Messdaten
u¨ber einen Wellenzahlbereich von 0 < ka0 < 3 fu¨r He [CER70, MC77, RTS80, Wil79], fu¨r
Ne [Wil79, Rob72, RT84], fu¨r Ar [Wil79, MCRR77, GGS+96, STCT81, PFP+97], fu¨r Kr
[STCT81, EE88, Dan88] und fu¨r Xe [KSO86, GLA+98, RVT84] vor. Zusa¨tzlich werden Be-
rechnungen von Adibzadeh [AT05] angegeben.
In den einzelnen Abbildungen 5.1 (a)-(e) sind sehr gute U¨bereinstimmungen zwischen der
Theorie und den Experimenten erkennbar. Das optische Potential in der vorgestellten Form
ist demnach fu¨r die Beschreibung der Elektron Wechselwirkung mit Edelgasatomen geeignet.
Die einfache Struktur von Helium wird ebenso reproduziert wie die Schulter von Neon und
das Ramsauer-Minimum der schwereren Edelgase Argon, Krypton und Xenon. Die Maxi-
mas stimmen ebenfalls mit den experimentellen Daten u¨berein. Im Bereich hoher Energien
sind bei den schweren Edelgasen Abweichungen erkennbar. Diese Abweichungen ko¨nnten bei-
spielsweise durch eine energieabha¨ngige Behandlung des Polarisationspotentials geschlossen
werden. Fu¨r die Berechnung von Transportgro¨ßen, genauer der Korrelationsfunktionen, bei
Temperaturen einiger Elektronenvolt spielt dieser Bereich allerdings keine Rolle.
Gute U¨bereinstimmungen mit den Experimenten wurden außerdem von Adibzadeh und
Theodosiou [AT05] erzielt. Ihre Berechnungen haben ebenfalls das optische Potential zur
Grundlage. Allerdings ist die Behandlung des Austauschterms und des Polarisationspotentials
unterschiedlich. Fu¨r jedes Edelgas wurde jeweils eine spezielle Wahl von Austausch- und
Polarisationsterm getroffen mit wiederum vier Fitparametern. Im Gegensatz dazu, entha¨lt
das vorgestellte Modell eine einheitliche Form fu¨r den Austauschterm aller Edelgase und nur
einen Fitparameter r0, siehe Tab. 5.5, im Polarisationspotential.
5.1.4 Beru¨cksichtigung von Plasmaeffekten
Die Beitra¨ge des optischen Potentials fu¨r das isolierte System wurden in den vorigen Abschnit-
ten angegeben. Im Plasma sind Abschirmeffekte zu erwarten, das optische Potential muss
genau wie das Coulomb-Potential der Elektron-Ion und Elektron-Elektron Wechselwirkung
abgeschirmt werden. Dabei wird jeder Beitrag des optischen Potentials separat abgeschirmt.
Das optische Potential fu¨r das Plasmasystem ist gegeben durch







wobei das Superskript s auf die Abschirmung, engl. screening, hindeutet.
Die Abschirmung des Polarisationspotentials wurde in fru¨heren Arbeiten untersucht, siehe
[RR85]. A¨hnlich wie beim abgeschirmten Coulomb-Potential kann das Polarisationspotential
durch einen Abschirmfaktor abgeschirmt werden
V sP(r) = VP(r) e
−2κr(1 + κr)2 , (5.15)
wobei κ der Abschirmparameter ist. Entsprechend der adiabatischen Na¨herung wird auch
fu¨r die Elektron-Atom Wechselwirkung der effektive Abschirmparameter der Elektron-Ion
Wechselwirkung verwendet.
Das Hartree-Fock Potential entha¨lt die Coulomb-Wechselwirkung des einfallenden Elek-
trons mit dem Atomkern und den Schalenelektronen. Fu¨r das abgeschirmte Hartree-Fock Po-
tential werden die Coulomb-Wechselwirkungen durch Debye-Potentiale ersetzt, siehe [Kar06].
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′4πr′2ρ(r′), wobei ρ(r) die Dichte der


























geschrieben werden. Das Integral u¨ber y ist auswertbar, wodurch das Integral u¨ber r1 in drei































−κr1 dr1 . (5.20)
Im Niederdichtegrenzfall (κ→ 0) geht Gl. (5.17) in das Hartree-Fock Potential fu¨r das isolierte
System, Gl. (5.5), u¨ber.
Aus der Entwicklung der Exponentialfunktion im Integranden von I1 und I2, siehe ent-
sprechend Gln. (5.18) und (5.19), erha¨lt man die Ungleichung














Fu¨r große Absta¨nde rκ≫ 1 wird I3, Gl. (5.20), betragsma¨ßig gro¨ßer als der zweite Term in
Gl. (5.21). Das abgeschirmte Hartree-Fock Potential wird also stets repulsiv.

































sinh [κ(r1 − r)] dr1 .
(5.22)
Der erste Term in Gl. (5.22) ist in der Ordnung O(e−κr/r). Der zweite Term mit der un-
teren Grenze r fa¨llt fu¨r große Absta¨nde r → ∞ exponentiell ab, da bereits die Dichte der
Schalenelektronen fu¨r Absta¨nde gro¨ßer des Atomradius exponentiell fa¨llt. Die Ordnung ist
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O(e−r/a0) oder schwa¨cher, entsprechend der Orbitalwellenfunktionen, siehe [CR74]. Damit ist
bei großen Absta¨nden r ≫ a0 fu¨r den Fall κ < 1/a0 der zweite Term stets vernachla¨ssigbar.























4πr21ρ(r1) dr1 . (5.24)
Die Koeffizienten Ck ha¨ngen von der Element spezifischen Dichte der Schalenelektronen ab.
Numerische Werte fu¨r die Edelgase sind in Tab. 5.6 angegeben. Fu¨r Wasserstoff gilt in
U¨bereinstimmung mit Karakhtanov, siehe [Kar06], CH0 = 1/2 und CHk>0 = 0.
Tab. 5.6: Koeffizienten Ck aus Gl. (5.24) fu¨r die Edelgase.
k CHek CNek CArk CKrk CXek
0 0,1974 0,1563 0,2411 0,1830 0,1933
1 0,0324 0,0228 0,0672 0,0568 0,0727
2 0,0050 0,0033 0,0170 0,0165 0,0262
3 0,0007 0,0005 0,0044 0,0044 0,0088
4 0,0001 0,0001 0,0013 0,0011 0,0028
Die Summe in Gl. (5.23) konvergiert schnell, siehe Tab. 5.6. Es folgt fu¨r das abgeschirmte























4πr21ρ(r1) dr1 . (5.26)
Fu¨r die Abschirmung des Austauschterms in Gl. (5.14) wird das Hartree-Fock Potenti-
al und das Polarisationspotential in Gl. (5.13) entsprechend ihrer abgeschirmten Pendants,
Gln. (5.15) und (5.17), ersetzt.
Ein zentraler Unterschied zum isolierten Fall Gl. (5.7) ist, dass im Plasma nicht mehr
das Polarisationspotential, sondern das Hartree-Fock Potential den dominanten Beitrag fu¨r
große Absta¨nde liefert. Somit wird das abgeschirmte optische Potential fu¨r alle Edelgase
repulsiv. Karakhtanov [Kar06] berechnete dieses asymptotische Verhalten bereits fu¨r partiell
ionisierten Wasserstoff.
Fu¨r das Beispiel Argon ist das abgeschirmte optische Potential in Abb. 5.2 gezeigt. Darin
wird der isolierten Fall (κa0 = 0), sowie der Einfluss des Plasmas bei verschiedenen Plasma-
bedingungen κa0 = 0,05 und 0,1 gezeigt. Bei einer Temperatur von 20 000 K entspricht das
den schweren Teilchendichten nheavy = 1,9 · 1020cm−3 und 1,5 · 1021cm−3 bzw. den Massen-
dichten ρ = 0,01g/cm3 und 0,1g/cm3 entsprechend. Fu¨r kleine Absta¨nde ist der Einfluss des
Plasmas vernachla¨ssigbar. Fu¨r große Absta¨nde hingegen wirken die abgeschirmten optischen
Potentiale abstoßend und gehen in den asymptotischen Hartree-Fock Term Gl. (5.25) u¨ber.
Fu¨r die anderen Edelgase ist das Verhalten a¨hnlich.
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Abb. 5.2: Abgeschirmtes optisches Potential zur Beschreibung der Elektron-Argon Wechsel-
wirkung bei k = 0 fu¨r die Abschirmparameter κa0 = 0,05 und 0,1 im Vergleich mit
dem isolierten System. Zusa¨tzlich sind die Asymptoten aus Gl. (5.25) angegeben.
Der Einfluss der Abschirmung auf die Transportquerschnitte wird in den Abb. 5.3 (a)-(f)
fu¨r alle Edelgase gezeigt. Dabei wurden Streuphasenrechnungen fu¨r das abgeschirmte optische
Potential Gl. (5.14) bei verschiedenen Abschirmparametern κ durchgefu¨hrt. Grundsa¨tzlich
fa¨llt auf, dass wie bei den Elektron-Ion Sto¨ßen die Abschirmung einen großen Einfluss auf die
langsamen Elektronen und einen geringen Einfluss auf die schnellen Elektronen hat.
Genauer wird zuna¨chst Argon diskutiert, Abb. 5.3 (c) und (d). Bereits schwache Ab-
schirmungen fu¨hren dazu, dass der Transportquerschnitt bei langsamen Elektronen stark
abnimmt. Das fu¨r das isolierte System deutlich ausgepra¨gte Ramsauer-Minimum lo¨st sich
nach und nach auf, bis es bei κa0 ≈ 0,025 komplett verschwindet. Die Ursache dafu¨r ist die
Reduktion der nullten Streuphase δ0 verglichen mit der des isolierten Systems. Fu¨r ho¨here
Wellenzahlen ka0 ≥ 0,2 gehen die Transportquerschnitte ineinander u¨ber, Abschirmeffekte
spielen hier keine Rolle. Das unterstreicht die Korrespondenz, dass das Potential fu¨r kleine
Absta¨nde die Streuquerschnitte hoher Energien beeinflussen.
Fu¨r dichtere Plasmen κa0 > 0,025 wirkt der repulsive Anteil des optischen Potentials
derart, dass δ0(k) < 3π. Das Ramsauer-Minimum ist verschwunden und der Transportquer-
schnitt steigt. Ein neues Minimum im Transportquerschnitt bildet sich nun aufgrund der
ersten Streuphase δ1 und ist daher keine Folge des Ramsauer-Effekts. Die Position und Tiefe
des Minimums steigen bei wachsender Abschirmung κ, die Position des Maximums verschiebt
sich zu ho¨heren Energien bei abnehmender Ho¨he. Fu¨r Krypton und Xenon la¨sst sich ein ana-
loges Verhalten beobachten.
Betrachtet man Helium Abb. 5.3 (a) ergeben sich leichte Unterschiede. Da es in den Streu-
phasen der Elektron-Helium Sto¨ße keinen π-Durchlauf der nullten Streuphasen δ0 gibt, fu¨hren
die durch die Abschirmung abgeschwa¨chten Streuphasen bereits bei kleinen Abschirmpara-
metern κ zu einer Erho¨hung des Transportquerschnitts. Ein Minimum bildet sich aufgrund
der ersten Streuphase δ1 heraus. A¨hnlich wie bei Argon verschiebt sich das steigende Mini-
mum bei sta¨rkeren Abschirmparameters zu ho¨heren Energien, das Maximum bleibt allerdings
unvera¨ndert. Minimum und Maximum na¨hern sich an und treffen sich bei κa0 ≈ 0,1, ein Sat-
telpunkt entsteht und geht bei dichten Plasmen κa0 ≈ 0,2 in einen Wendepunkt u¨ber. Fu¨r
Neon la¨sst sich ein analoges Verhalten zu Helium beobachten.
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(a) QT(k) der Elektron-Helium Streuung.












































(c) Auflo¨sung des Ramsauer-Minimums bei Ar.




















(d) QT(k) der Elektron-Argon Streuung.




















(e) QT(k) der Elektron-Krypton Streuung.



















(f) QT(k) der Elektron-Xenon Streuung.
Abb. 5.3: Transportquerschnitte der Elektronenstreuung an Edelgasen im Plasma. Streupha-
senrechnungen aus dem abgeschirmten optischen Potential, Gl. (5.14), sind fu¨r ver-
schiedene Abschirmparameter κa0 angegeben.
5.2 Analyse der Elektron-Atom Korrelationsfunktionen
Elektron-Atom Korrelationen lassen sich analog zu den Elektron-Ion Korrelationen, siehe
Abs. 3.4.3, berechnen. Bei klassischer Behandlung der Atome und nach Durchfu¨hrung des
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−1f ek(1− f ek)QeaT (k) , (5.27)
mit der Teilchendichte der Atome na. Ist das Elektronensystem aufgrund niedriger Ionisati-

















k QeaT (k) . (5.28)
Verha¨ltnisma¨ßig zum Elektron-Ion TransportquerschnittQeiT beeinflusst die Plasmaumgebung
den Elektron-Atom Transportquerschnitt QeaT nur schwach. Das Stoßintegral der Elektron-
Atom Korrelationsfunktion ist praktisch allein von der Temperatur abha¨ngig. Die Dich-
teabha¨ngigkeit der Elektron-Atom Korrelationsfunktion ist im Gegensatz zu den Elektron-Ion
Korrelationsfunktionen trivial.
Fu¨r die Vergleichbarkeit der Edelgase untereinander wird anstelle der Massendichte ρ die
schwere Teilchendichte nheavy = ρNA/M zur Darstellung der Ergebnisse verwendet (NA ist die
Avogado-Konstante und M ist die molare Masse). Schwere Teilchen sind Ionen und Atome.
Der Beitrag der Elektronen zur Massendichte ρ ist vernachla¨ssigbar. In den betrachteten
Parameterbereichen ist der Anteil mehrfach geladener Ionen gering, es wird nheavy = na + ni
gesetzt, wobei ni = ne die Teilchendichte einfach geladener Ionen ist.
























Abb. 5.4: Ionisationsgrade partiell ionisierter Edelgase bei T = 20 000 K, entsprechend
[KHR05], aufgetragen in Abha¨ngigkeit von: (a) nheavy, × geben den entsprechen-
den Wert fu¨r Θ = 100, + fu¨r Θ = 10 an; und (b) Θ, ∗ gibt den Wert fu¨r
nheavy = 10
21cm−3 an.
In Abb. 5.4 ist fu¨r die Isotherme T = 20 000 K der Ionisationsgrad αion = ne/nheavy der
Edelgase u¨ber die schwere Teilchendichte nheavy und den Entartungsparameter Θ aufgetra-
gen. Die Zusammensetzung wurde dabei mit dem Programmpaket COMPTRA04 [KHR05]
berechnet. Bei niedrigen Dichten la¨sst sich das Edelgasplasma durch ein einfach vollsta¨ndig
ionisiertes Plasmamodell beschreiben. Fu¨r mittelstarke Dichten bilden sich Bindungszusta¨nde
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aus, der Ionisationsgrad nimmt ab und bildet ein Minimum. Beispielsweise sind im partiell io-
nisierten Neon mit 1022 schwere Teilchen je Kubikzentimeter lediglich 1% geladen. Aufgrund
der Druckionisation (Mott-Effekt) steigt der Ionisationsgrad fu¨r hohe Dichten rapdie an.
Fu¨r Dichten ho¨her der Mott-Dichte nMott ∼ 1023cm−3 verschwinden die Bindungszusta¨nde,
na = 0.
Dieser Verlauf des Ionisationsgrades ist charakteristisch und auch fu¨r andere Temperatu-
ren beobachtbar. Quantitativ vera¨ndert sich die Lage und Tiefe des Minimums abha¨ngig von






































(a) Korrelationsfunktionen: (a) d11 und (b) d33
in Einheiten von d aus Gl. (3.56). Die ver-
schiedenen Beitra¨ge e–a (durchgezogen), e–
























T = 20 000 K
FIP
(b) Renormierungsfunktion, Gl. (4.57), des PIP-
Modells (durchgezogen farbig) im Vergleich
zum FIP-Modell (durchgezogen schwarz).
Grenzfa¨lle von Spitzer (gestrichelt) und RTA
(Strich-Punkt-Linie) sind angegeben.
Abb. 5.5: Korrelationsfunktionen und der Einfluss ho¨herer Momente auf die Berechnung der
elektrischen Leitfa¨higkeit partiell ionisierter Edelgase bei T = 20 000 K.
Mit Hilfe der Zusammensetzung und der Streuquerschnitte ko¨nnen die verallgemeiner-
ten Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen, Gl. (5.27), berechnet werden. In Einheiten von d,
Gl. (3.56), sind die Korrelationsfunktionen vergleichbar.
Fu¨r d11 und d33 sind Isotherme bei T = 20 000 K in Abb. 5.5 (a) gezeigt. Die verschiedenen
Beitra¨ge sind separat u¨ber den Entartungsparameter Θ gezeigt. In Θ sind sowohl die e–i als
auch die e–e Beitra¨ge zu den Korrelationsfunktionen fu¨r alle Edelgase gleich. Wie in den
Korrelationsfunktionen, Gl. (5.27), angedeutet, ist der atomare Beitrag dort maximal, wo
der Ionisationsgrad minimal ist, vgl. Abb. 5.5 (a) mit Abb. 5.4. Allerdings ist festzustellen,
dass selbst bei einem signifikant gro¨ßeren Anteil der Atome (≈ 90%), siehe Ionisationsgrad
in Abb. 5.4, der Beitrag der Ionen dominant ist. Das verdeutlicht die Sta¨rke der geladenen
Teilchenwechselwirkungen gegenu¨ber der e–a Wechselwirkung.
Bei dem Vergleich mit den Korrelationsfunktionen ho¨herer Momente fa¨llt auf, dass der
Anteil der Elektron-Atom Sto¨ße deutlich sta¨rker ansteigt, als der Elektron-Ion Anteil. Im
betrachteten Beispiel sind dea33/d
ea
11 ≈ 10 und dei33/dei11 ≈ 2,5. Verglichen mit dem FIP-Modell
bei Z = 1 folgt entsprechend Gl. (4.57), dass der Einfluss der ho¨heren Momente gering ist
(Renormierung ≈ 1), grafisch verdeutlicht in Abb. 5.5 (b). Physikalisch bedeutet dies, dass
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die Elektronen bei kleinen Ionisationsgraden (αion < 1) der Fermi-Statistik folgen. Deforma-
tionen der Verteilungsfunktion werden durch Elektron-Elektron Sto¨ße praktisch vollsta¨ndig
ausgeglichen. Dieser Fakt wurde bereits im Rahmen des FIP-Modells mit der effektiven Io-
nenladung (Z =̂αion), Abs. 4.2.1, diskutiert, und wird im Rahmen des PIP-Modells besta¨tigt.
Abb. 5.5 (b) zeigt, dass die Ein-Moment Na¨herung bei Teilchendichten gro¨ßer 1020cm−3
fu¨r alle Edelgase anwendbar ist. Die inverse elektrische Leitfa¨higkeit (spezifischer Wider-
stand) setzt sich dann additiv aus Elektron-Ion und Elektron-Atom Beitra¨gen zusammen
σ−1 = σ−1ei + σ
−1
ea ∝ dei11 + dea11. Dieses Verhalten ist als Matthiessen Regel [Mat58] bekannt,
siehe [ZOR+16, DSB+17], und wird in der kinetischen Theorie ha¨ufig zur Berechnung von
Relaxationszeiten τ−1 = τ−1ei + τ
−1
ea verwendet, siehe [LM84, FR17].
5.3 Leitfa¨higkeit realer Systeme II: Edelgasplasmen
In diesem Abschnitt wird die elektrische Leitfa¨higkeit von Edelgasplasmen untersucht. Nach
Auswertung der Korrelationsfunktionen in T-Matrix Na¨herung wird die Leitfa¨higkeit analog
zu Abs. 4.2.3 in einer Zwei-Momenten Na¨herung berechnet. Die Ergebnisse werden im Unter-
abschnitt 5.3.1 mit den Leitfa¨higkeitsmessungen aus Schockwellenexperimenten verglichen.
Die Renormierungsfunktion Abb. 5.5 (b) deutet darauf hin, dass insbesondere fu¨r Helium
und Neon bereits eine Ein-Moment Na¨herung zur Beschreibung der elektrischen Leitfa¨higkeit
bei mittleren Dichten ausreicht. Eine Fitformel zur Berechnung der Leitfa¨higkeit wird in
Abs. 5.3.2 vorgeschlagen und anhand von numerischen Berechnungen diskutiert.
Im Bereich hoher Dichten nheavy ∼ 1022 − 1023/cm3 ist die Thermodynamik zu hin-
terfragen. Berechnete Zusammensetzungen weichen bei verschiedenen thermodynamischen
Zuga¨ngen erheblich ab. Die Zusammensetzung beeinflusst jedoch Berechnungen von Trans-
portgro¨ßen erheblich. In Abs. 5.3.3 werden die Schockwellenexperimente dichten Kryptons un-
tersucht. Die Leitfa¨higkeitsmessungen werden dazu dienen, den Ionisationsgrad abzuscha¨tzen.
Temperaturabha¨ngig werden diese Ergebnisse mit thermodynamischen Zuga¨ngen verglichen.
5.3.1 Vergleich mit experimentellen Daten
Abb. 5.6 zeigt den Einfluss der Atome bei T = 20 000 K. A¨hnlich wie bei partiell ionisiertem
Wasserstoff, siehe [RRN95], weist die Leitfa¨higkeit fu¨r alle Edelgase ein charakteristisches
Minimum auf, dessen Position in der Na¨he des Tiefpunktes von αion liegt, vgl. Abb. 5.4,
da bei kleinen Ionisationsgraden deutlich weniger Elektronen fu¨r den Transport bereit ste-
hen. Abb. 5.6 (a) stellt den Vergleich zwischen vollsta¨ndig ionisiertem (Strich-Punkt-Linie
αion =̂Z = 1) und partiell ionisiertem Plasma (αion < 1) her. Da im PIP-Modell ein Teil der
Ladungstra¨ger gebunden sind und dem Transport nicht zur Verfu¨gung stehen, wird selbst oh-
ne die Beru¨cksichtigung der Elektron-Atom Sto¨ße (gestrichelte Linie Vea = 0) die Leitfa¨higkeit
gesenkt. Eine drastischere Reduktion erfa¨hrt der Elektronenstrom durch Sto¨ße mit den Ato-
men (durchgezogene Linie). Der Effekt ist fu¨r die leichteren Edelgase sta¨rker. Der systema-
tische Trend zu schwereren Edelgasen aus Abb. 5.4 setzt sich fort. Insgesamt liegt der Effekt
fu¨r Argon bei etwa einer Gro¨ßenordnung und fu¨r Helium bei bis zu zwei Gro¨ßenordnungen.
Die gemessenen Leitfa¨higkeitswerte fu¨r Helium, Neon und Argon ko¨nnen durch das PIP-
Modell mit dem optischen Potential zur Beschreibung der Elektron-Atom Wechselwirkung
sehr gut beschrieben werden, siehe Abb. 5.6 (b). A¨hnlich gute Ergebnisse erhielt Adams et
al. [ARR+07], der die Elektron-Atom Korrelationsfunktionen u¨ber die gemessenen Transport-
querschnitte ausgewertet hat. Anzumerken ist dabei, dass die Abschirmung im betrachteten
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Parameterbereich klein ist κa0 ≤ 0,1. Die Plasmaumgebung wirkt sich anders als bei den
Elektron-Ion Sto¨ßen nur unwesentlich auf den Elektron-Atom Transportquerschnitt aus. Der
Einfluss auf die Leitfa¨higkeit liegt unterhalb von 5%.
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Abb. 5.6: Leitfa¨higkeit partiell ionisierter Edelgase (PIP) bei T = 20 000 K unter Verwen-
dung des optischen Potentials zur Beschreibung der Elektron-Atom Wechselwir-
kung (durchgezogen): (a) fu¨r Helium (rot) und Argon (gru¨n) im Vergleich mit ex-
perimentellen Daten (•: [DFG+98, FTZ+03, IMFD76]), dem FIP-Modell na = 0
(Strich-Punkt-Linien) und bei Vernachla¨ssigung der Elektron-Atom Wechselwir-
kung Vea = 0 (gestrichelt); sowie (b) fu¨r Helium (rot), Neon (orange), Argon
(gru¨n), Krypton (blau) und Xenon (violett) verglichen mit experimentellen Daten
(• [DFG+98, FTZ+03, IMFD76]).
Fu¨r die schweren Edelgase Argon und Xenon sind verschiedene Isothermen der elektri-
schen Leitfa¨higkeit in Abb. 5.7 gezeigt. Durch die farbige Darstellung wurden die gemessenen
Daten von Ivanov et al. [IMFD76], Shilkin et al. [SDG+03] sowie von Mintsev und For-
tov [MF79] gruppiert, und ko¨nnen den Isothermen zugeordnet werden. Fu¨r einen genaueren
Vergleich mit den Experimenten wurde die Leitfa¨higkeit an den konkreten experimentellen
Bedingungen berechnet.
Durch die Beschreibung der Elektron-Atom Wechselwirkung mit dem optischen Potential
ko¨nnen die Experimente durch das PIP-Modell fu¨r verschiedene Temperaturen sehr gut ver-
standen werden. Speziell bei Argon, Abb. 5.7 (a), sind gute U¨bereinstimmungen sowohl bei
tiefen als auch bei ho¨heren Temperaturen zu finden.
Alternativ zum optischen Potential sind in Abb. 5.7 (b) Berechnungen von Kuhlbrodt et
al. [KRR+05] mit dem Polarisationspotential dargestellt. Wie in [ARR+07] gezeigt, ko¨nnen
wesentliche Eigenschaften wie der Transportquerschnitt des Elektron-Atom Streuprozesses
durch das Polarisationspotential selbst nicht reproduziert werden. Fu¨r die Leitfa¨higkeit erge-
ben sich somit Abweichungen von bis zu zwei Gro¨ßenordnungen. Trotzdessen ko¨nnen quali-
tative Charakteristika wie beispielsweise das Leitfa¨higkeitsminimum bei tiefen Temperaturen
beobachtet werden. Die zentrale Rolle spielt dabei der Ionisationsgrad.
Der Einfluss des Ionisationsgrades auf Transportgro¨ßen kann mitunter sehr stark werden.
In Abs. 5.3.2 wurde dies bereits fu¨r die Korrelationsfunktionen diskutiert. Auswirkungen
auf die Leitfa¨higkeit werden im na¨chsten Abschnitt erla¨utert. Dabei wird insbesondere fu¨r
die leichteren Edelgase Helium und Neon ein direkter Zusammenhang zwischen elektrischer
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Leitfa¨higkeit und Ionisationsgrad gefunden.










































Abb. 5.7: Leitfa¨higkeit der schweren Edelgasplasmen (a) Argon bei T = 8000 K (blau),
10 000 K (gru¨n), 15 000 K (rot) und 20 000 K (schwarz) im Vergleich mit experi-
mentellen Daten (N: [IMFD76]; : [SDG+03]; ♦: Berechnungen bei experimentellen
Bedingungen), und (b) Xenon bei T = 10 000 K (blau), 15 000 K (rot) und 25 000 K
(schwarz) im Vergleich mit experimentellen Daten (N: [IMFD76]; : [SDG+03]; H:
[MF79]; ♦: Berechnungen bei experimentellen Bedingungen) und Berechnungen von
Kuhlbrodt et al. [KRR+05] mit Polarisationspotential (gestrichelt).
5.3.2 Fitformeln fu¨r die Leitfa¨higkeit von Helium und Neon
Die Berechnung der elektrischen Leitfa¨higkeit partiell ionisierter Plasmen erweist sich als
deutlich aufwendiger als bei vollsta¨ndig ionisierten Plasmen, da einerseits im chemischen
Bild die Zusammensetzung des Plasmas und andererseits entsprechende Transportquerschnit-
te fu¨r die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen berechnet werden mu¨ssen. Letzteres wurde in
den vorigen Abschnitten diesen Kapitels detailliert beschrieben. Eine einfache Formel zur Be-
rechnung der elektrischen Leitfa¨higkeit partiell ionisierter Plasmen ist daher wu¨nschenswert.
In diesem Abschnitt werden speziell die leichteren Edelgase Helium und Neon untersucht.
Helium und Neon weisen bishin zu einigen 104 K schwache Ionisationsgrade αion ≪ 1 auf.
Der Einfluss ho¨herer Momente ist gering, u¨ber einen Dichtebereich von einigen Gro¨ßenord-
nungen kann fu¨r die Renormierung r ≈ 1 angenommen werden, siehe Abb 5.5 (b). In diesem
Bereich ist weiterhin die Elektron-Atom Korrelationsfunktion gegenu¨ber der Elektron-Ion
Korrelationsfunktion dominant dea11 ≫ dei11, siehe Abb. 5.5 (a). Fu¨r die elektrische Leitfa¨higkeit







angenommen werden. Aufgrund der niedrigen Ionisationsgrade αion = ne/(na + ni) ≈ ne/na
ist das Plasma nichtentartet und Abschirmeffekte inQeaT werden vernachla¨ssigt. Mit Gl. (5.28)
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folgt (x = ka0)


















= 3,09 · 10−7αionT 5/2f(ξ) Sm−1K−5/2 , (5.31)







. Fu¨r Helium und Neon
werden folgende Fitfunktionen mit Temperaturbereich angegeben
fHe(ξ) = 13,3 ξ
−2,8 , 7 000 K < T < 30 000 K (5.32)
fNe(ξ) = 8,8 ξ
−3,1 , 5 000 K < T < 20 000 K . (5.33)
Eingesetzt in Gl. (5.31) folgt ein einfacher Zusammenhang zwischen der elektrischen Leitfa¨higkeit
und dem Ionisationsgrad.









































Abb. 5.8: Leitfa¨higkeit der leichten Edelgasplasmen (a) Helium bei T = 15 000 K, 20 000 K
und 30 000 K (schwarz durchgezogen: PIP-Modell, rot gestrichelt: Fitformel,
Gl. (5.31)) im Vergleich mit experimentellen Daten (H: [DFG+98, FTZ+03]; •:
[TFP+02]; : [CLE+10, SMWC12]) und DFT-MD Rechnungen (♦) von Preising
et al. [PLB+18] und (b) Neon bei T = 12 000 K, 15 000 K und 20 000 K (schwarz
durchgezogen: PIP-Modell, rot gestrichelt: Fitformel Gl. (5.31)) im Vergleich mit
experimentellen Daten (•) von Ivanov et al. [IMFD76].
Die Gu¨te der Formel wird in Abb. 5.8 u¨berpru¨ft. Es ist deutlich sichtbar, dass die
U¨bereinstimmung bei kleinen Ionisationsgraden etwa bei kleinen Temperaturen am gro¨ßten
ist. Fu¨r den Niederdichtegrenzfall verliert die Fitformel an Gu¨ltigkeit, da das Plasma dort
sta¨rker ionisiert vorliegt und Elektron-Ion Sto¨ße relevant werden. Analytische Fitformeln des
FIP-Modells, wie beispielsweise die Spitzer-Formel, ist dann zu empfehlen.
Fu¨r Helium, Abb. 5.8 (a), werden zudem die Experimente von Ternovoi [TFP+02] bei
1 − 3 · 104 K und Celliers [CLE+10] bei 3 · 104 K angezeigt. Celliers et al. [CLE+10] maßen
dabei die Reflektivita¨t, die elektrische Leitfa¨higkeit wurde u¨ber verschiedene Drude-Fits von
Celliers et al. [CLE+10] und Soubiran et al. [SMWC12] gewonnen. In Abb. 5.8 (a) werden
diese Daten zu entsprechenden Boxen gruppiert. Es wurden ausschließlich die Daten gewa¨hlt,
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bei denen die Abweichung aufgrund der verschiedenen Drude-Fits weniger als einen Faktor 2
betra¨gt. Weitere Maximalunsicherheiten von 50% wurden angenommen.
Auch bei relativ hohen Dichten 1023 cm−3 ist die U¨bereinstimmung mit dem vorgestell-
ten PIP-Modell gut. A¨hnlich gute Ergebnisse werden speziell bei 30 000 K durch ku¨rzlich
vero¨ffentlichte Daten aus DFT-MD Simulationen von Preising et al. [PLB+18], in denen
das HSE-Austauschfunktional verwendet wurde, erhalten. Die Daten schließen an das PIP-
Modell an. Gro¨ßere Abweichungen mit den DFT-MD Simulationen (etwa Faktor 2) liegen
bei 20 000 K vor. Ursachen ko¨nnten hierbei einerseits bei der schwierigen Beschreibung der
Bindungszusta¨nde durch ebene Wellen im Rahmen der DFT (physikalisches Bild) und ande-
rerseits bei der Behandlung des Mott-U¨bergangs im PIP-Modell (chemisches Bild) liegen. Um
diese Abweichungen allerdings genauer zu analysieren sind weitere Berechnungen notwendig.
Die Fitformel, Gl. (5.31), ist nach Abb. 5.8 selbst bei ho¨heren Teilchendichten∝ 1023 cm−3
anwendbar, da speziell fu¨r die leichteren Edelgase Helium und Neon die Ionisationsgrade
niedrig sind und somit das Elektronensystem im Rahmen des PIP-Modells als nichtentartet
(Θ > 1) und ideal (Γ < 1) aufgefasst werden kann. U¨ber die Analysen mit dem Drude-Modell
von Celliers und Soubiran kann zudem eine Verbindung zur Reflektivita¨t geschlossen werden.
Damit kann die elektrische Leitfa¨higkeit ausgehend vom chemischen Modell im weiteren Sinne
als Bindeglied zwischen den Messungen der Reflektivita¨t und dem Ionisationsgrad verstanden
werden. Detailliertere Untersuchungen sowie die U¨bertragung auf weitere Edelgase oder gar
auf andere Elementklassen ist Gegenstand weiterer Arbeiten. Im na¨chsten Abschnitt wird
am Beispiel dichten Kryptons der Zusammenhang zwischen der elektrischen Leitfa¨higkeit
und dem Ionisationsgrad untersucht und mit Ergebnissen aus thermodynamischen Modellen
verglichen.
5.3.3 Zusammensetzung dichten Kryptons
In diesem Abschnitt wird partiell ionisiertes und dichtes Krypton untersucht. Erstmals werden
dabei Abschirmeffekte durch das Plasma im optischen Potential einbezogen.
Wa¨hrend die Zusammensetzung im Bereich niedriger Dichten durch den Debye-Grenzfall
ermittelt werden kann, muss der Wechselwirkungsanteil des chemischen Potentials im Be-
reich des Mott-U¨bergangs gena¨hert werden. Die entsprechenden Ionisationsgrade weichen fu¨r
verschiedene Na¨herungen mit steigender Dichte stark ab, siehe [ARR+07]. Von Chen et al.
[CZGL15] wurde der Ionisationsgrad mit dem SFVT-Modell (self-consistent fluid variatio-
nal theory) berechnet und mit dem Programmpaket COMPTRA04 [KHR05] verglichen. Es
wurden im Bereich von einigen g/cm3 bei niedrigeren Temperaturen Abweichungen von bis
zu zwei Gro¨ßenordnungen festgestellt. Der Einfluss auf die Transportgro¨ßen wie der elektri-
schen Leitfa¨higkeit ist daher enorm, dargestellt in Abb. 5.9 (a). Neben den Berechnungen
sind die gemessenen Daten von Glukhodedov et al. [GLM99] fu¨r verschiedene Temperaturen
bei ρ = 5,5g/cm3 gezeigt. Grundsa¨tzlich ist festzustellen, dass mittels der Zusammensetzung
nach COMPTRA04 die Leitfa¨higkeit u¨berscha¨tzt und nach dem SFVT-Modell unterscha¨tzt
wird. Diese starken Abweichungen lassen sich auf den Ionisationsgrad zuru¨ckfu¨hren. Abschir-
meffekte sind zwar nicht vernachla¨ssigbar, allerdings verha¨ltnisma¨ßig klein.
In Abb. 5.9 (b) werden aus den experimentellen Daten zur Leitfa¨higkeit entsprechende
Ionisationsgrade bestimmt. Da das Modell des abgeschirmten optischen Potentials bereits
im Bereich mittlerer Dichten sehr gute U¨bereinstimmungen mit den experimentellen Daten
liefert, wird u¨ber dieses Modell der Ionisationsgrad gesucht, der auf die experimentellten
Werte der Leitfa¨higkeit fu¨hrt. Wie zu erwarten ist, liegt auch der u¨ber die Experimente
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bestimmte Ionisationsgrad zwischen den Berechnungen von COMPTRA04 und SFVT. Sogar
im Bereich niedriger Temperaturen ist eine Extraktion des Ionisationsgrades mo¨glich.
































Abb. 5.9: Elektrische Leitfa¨higkeit (a) und Ionisationsgrad (b) dichten Kryptons bei ρ =
5,5g/cm3 (nheavy = 4 · 1028/cm3) in Abha¨ngigkeit von der Temperatur T . Expe-
rimentelle Daten der elektrischen Leitfa¨higkeit von Glukhodedov et al. [GLM99]
und die aus ihnen extrahierten Ionisationsgrade (•) werden mit Berechnungen un-
ter Verwendung der Zusammensetzung nach COMPTRA [KHR05] (durchgezogen)
und SFVT [CZGL15] (♦) verglichen.
Sofern experimentelle Daten der Leitfa¨higkeit im Bereich niedriger Temperaturen T <
20 000 K vorliegen, kann dieses Verfahren verwendet werden, um Ionisationsgrade von Edel-
gasen zu bestimmen. Dies bietet die Mo¨glichkleit thermodynamische Modelle im Bereich
hoher Dichten zu u¨berpru¨fen.
6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK
In der vorliegenden Arbeit wurde ein quantenstatistischer Zugang genutzt, um neue Ergebnis-
se im Bereich der Transporteigenschaften nichtidealer und partiell ionisierter Plasmasysteme
zu erhalten.
Der Einfluss der Elektron-Elektron Sto¨ße auf Transporteigenschaften wurde untersucht.
Elektron-Elektron Sto¨ße liefern keinen Beitrag zum Gesamtimpuls, wirken aber der Defor-
mation der Verteilungsfunktion durch Elektron-Ion Sto¨ße entgegen. Erstmals gelingt die kon-
sistente Erweiterung des Niederdichtegrenzfalls auf Elektron-Elektron Kraft-Kraft Korrela-
tionsfunktionen mit geradzahligen Momenten des Energietransports P2,P4,P6. Jenseits des
vollsta¨ndig ionisierten Wasserstoffs wurden die Vorfaktoren der thermoelektrischen Trans-
portgro¨ßen im Niederdichtegrenzfall bestimmt. Fu¨r das Lorentz-Plasma werden exakte Wer-
te aus der kinetischen Theorie durch die Mehr-Momenten Na¨herung der Linearen-Response
Theorie reproduziert.
Durch Abscha¨tzen der Fermi-Funktionen gelingt es, Quanteneffekte wie Entartung und
Austauschteme in den Elektron-Elektron Sto¨ßen zu beru¨cksichtigen und die Korrelations-
funktionen in einem Intervall anzugeben. Der Korrekturfaktor wurde fu¨r das Modell des
vollsta¨ndig ionisierten Plasmas in einem großen Dichte- und Temperaturbereich angegeben.
Einflu¨sse der Ionenladung wurden beru¨cksichtigt. Bei niedrigen Temperaturen T < 105 K ist
der Korrekturfaktor durch den Kopplungsparameter Γ darstellbar. Eine Fitformel wurde in
dieser Arbeit angegeben.
Durch Einfu¨hren dichteabha¨ngiger Abschirmfaktoren besteht die Mo¨glichkeit, T-Matrix
Rechnungen und dynamische Abschirmeffekte zu verbinden. Neue MD-Simulationen weisen
darauf hin, dass dieses Konzept bei nichtidealen Plasmen mit Kopplungsparametern bis zu
Γ ≈ 3 anwendbar ist. Bei stark gekoppelten Systemen ist die Einbeziehung von Struktur-
faktoren und Pseudopotentialen no¨tig. Mit ihnen gelingt es, experimentelle Ergebnisse der
elektrischen Leitfa¨higkeit warmen dichten Aluminiums zu beschreiben.
In Verbesserung des bisher benutzten Polarisationspotentials wurde erfolgreich ein ein-
heitliches optisches Potential fu¨r die Beschreibung des Elektron-Atom Streuprozesses ein-
gefu¨hrt. Effekte wie z.B. das Ramsauer-Minimum werden reproduziert. Plasmaeffekte wurden
beru¨cksichtigt, indem die Bestandteile des optischen Potentials abgeschirmt wurden.
In typischen Dichtebereichen partiell ionisierter Plasmen 0 < κa0 < 1 konvergiert das
abgeschirmte optische Potential fu¨r große Absta¨nde nicht wie im isolierten Fall (κ = 0) gegen
das (attraktive) Polarisationspotential, sondern wird repulsiv. Im Unterschied zu Elektron-
Ion Wechselwirkung fu¨hren Abschirmeffekte in der Elektron-Atom Wechselwirkung zu ei-
ner Reduktion der elektrischen Leitfa¨higkeit. Es ist festzustellen, dass Abschirmeffekte der
Elektron-Atom Wechselwirkung erst bei Teilchendichten nheavy > 10
22cm−3 wirksam werden.
Ab dann beeinflussen sie die elektrischen Leitfa¨higkeit um bis zu eine Gro¨ßenordnung.
Bei kleinen Ionisationsgraden ist die Ein-Moment Na¨herung zur Berechnung der elektri-
schen Leitfa¨higkeit ausreichend. In diesem Bereich wird die Matthiesen-Regel besta¨tigt. Ist
der Ionisationsgrad sehr gering, αion < 10
−2, so ist er direkt mit der elektrischen Leitfa¨higkeit
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verbunden.
Verbesserungen des verwendendeten quantenstatistichen Zugangs sind mo¨glich. So erlaubt
die Green-Funktionstechnik grundsa¨tzlich eine konsistente Beru¨cksichtigung der dynamischen
Abschirmung und der starken Sto¨ßen im Rahmen einer Sto¨rungstheorie. Beispiele weiterer
Verbesserungen sind die Beru¨cksichtigung von Sto¨ßen in der dielektrischen Funktion (jenseits
der RPA) und die mikroskopische Behandlung von Mehrteilchensto¨ßen.
Durch die neuen experimentellen Methoden wird es in naher Zukunft mo¨glich sein, weitere
Experimente zur warmen dichten Materie durchzufu¨hren. Neben Aluminium, ko¨nnen analoge
Betrachtungen zu anderen Elementen durchgefu¨hrt werden. Weiterfu¨hrende Betrachtungen
zum temperatur- und dichteabha¨ngigen Pseudopotential sowie eine verbesserte Behandlung
des Ion-Ion Strukurfaktors durch DFT-MD oder HNC Rechnungen sind denkbar.
In dieser Arbeit wurde der Korrekturfaktor fu¨r die statische elektrische Leitfa¨higkeit
dichte- und temperaturabha¨ngig bestimmt. Eine U¨bertragung auf die dynamische Leitfa¨hig-
keit ist Aufgabe weiterer Forschung. Analog zum Korrekturfaktor der elektrischen Leitfa¨hig-
keit ko¨nnen auch Korrekturfaktoren fu¨r die Thermokraft und die Wa¨rmeleitfa¨higkeit be-
stimmt werden. Allerdings ist die Zwei-Momenten Na¨herung bereits im klassischen Grenzfall
nicht ausreichend, siehe Abb. 4.5. In einer Drei-Momenten Na¨herung sollten allerdings gute
Ergebnisse erzielbar sein. Speziell fu¨r die Wa¨rmeleitfa¨higkeit ko¨nnte die Beru¨cksichtigung des
sechsten Moments zu einer schnellen Konvergenz der Mehr-Momenten Methode fu¨hren. Nach-
dem die Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen mit geradzahligen Momenten des Energie-
transports im Niederdichtegrenzfall berechnet wurden, ist dafu¨r jedoch die U¨bertragung auf
beliebige Dichten no¨tig.
In der Beschreibung partiell ionisierter Plasmen gibt es einige Punkte, die fu¨r zuku¨nftige
Betrachtungen von Interesse sind. So wurden in den letzten Jahren versta¨rkt optische Eigen-
schaften wie die Reflektivita¨t partiell ionisierten Xenons untersucht. Mit Hilfe des optischen
Potentials ko¨nnen neue Berechnungen durchgefu¨hrt werden, die entgegen empirischen Annah-
men auf einer mikroskopische Beschreibung basieren. Bislang wird fu¨r das optische Potential
in dieser Arbeit ein Fitparameter beno¨tigt. Es wa¨re wu¨nschenswert, auch diesen Parameter
durch weitere fundierte Analysen zu fixieren, sodass das Modell ohne experimentelle Daten
als Input auskommt. Ein ferneres Ziel ko¨nnte zudem sein, das vorgestellte optische Poten-
tialmodell auf andere Elementklassen zu u¨bertragen. Bei einer U¨bertragung auf Alkalimetalle
ist ein sta¨rkerer Einfluss des Polarisationspotentials zu erwarten, da die Polarisierbarkeit etwa
eine Gro¨ßenordnung ho¨her als bei den Edelgasen ist. Damit ist auch zu erwarten, dass dann





α... Thermokraft oder Logarithmus der Fugazita¨t,
αion... Ionisationsgrad,
αP... Polarisierbarkeit,
a... Vorfaktor der Thermokraft oder Abschwa¨chungsparameter,
a0... Bohr’scher Radius,
b... Stoßparameter,




Eck... kinetische Energie des Teilchens der Sorte c mit Impuls ~k,
f ck Verteilungsfunktion eines Teilchens der Sorte c mit Impuls ~k,
~ reduziertes Planck’sches Wirkungsquantum,
kB... Boltzmann-Konstante,
k... Wellenzahl,
κ... Wa¨rmeleitfa¨higkeit (pha¨nomenologisch) oder Abschirmparameter,
λ... Wa¨rmeleitfa¨higkeit unter experimentellen Bedingungen,
L... Vorfaktor der Wa¨rmeleitfa¨higkeit (Lorentz-Zahl),
L... Coulomb-Logarithmus,
m... Masse des Elektrons,
mc... Masse des Teilchens der Sorte c,
mcd... reduzierte Masse,
nc Teilchendichte der Sorte c,
Pn... n-tes Moment des Energietransports,




ρˆ... statistischer Operator des Nichtgleichgewichts,
ρˆ0... statistischer Operator des Gleichgewichts,
ρˆrel... relevanter statistischer Operator,
Ree... Korrekturfaktor,
r... Renormierungsfaktor,






σ∗... reduzierte (elektrische) Leitfa¨higkeit,
ς... Spin,
s... Vorfaktor der elektrischen Leitfa¨higkeit,





Z... Ladungszahl der Ionen.
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Formelsammlung
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inverse thermische Energie: β = (kBT )
−1 ,









































































Logarithmus der Fugazita¨t: α = βµ .
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